LETNI SKOLA
MATEMATIKY A FYZIKY 2021

SBORNIK PRISPEVKU



Jazykova korektura nebyla provedena,
za jazykovou spravnost odpovidaji autofi prispévki.

Rozmnozovani a Sifeni jen se svolenim Vydavatelského servisu.

1. vydani

(© Magdalena Kratka, Jifi Pribyl, Jana Kasperova, 2022

ISBN 978-80-86843-74-2 (on-line)
ISBN 978-80-86843-75-9 (CD-ROM)



LETNf SKOLA MATEMATIKY A FYZIKY 2021

OBSAH
Jiri Cihlar
Didaktické kreativita ....... ..o )
Sarka Gergelitsova
Nékolik pohledii na GeoGebru....... ..., 29
Barbora Mikulecké, Vojtéch Handk
Barvy kolem nés. ... o 45
Lubos Pick
O vyuziti iracionality pri hledani sedmého nebe...................... 67
Zdenék Polak
Laboratorni a frontalni prace s polovodiCi................c.ooia... 77

Jana Sestakova

Pokusy z projektu Ziju fyzikou ............ooiiiiiiii 89
Tomas Urban
Sifrovani RSA ... ... 95
Tomas Vlasdk
Geometricka konstrukce lomeného paprsku.................. ... .. ... 121

Zuzana Vlasdkova
Zakony idealniho plynu........ ... 125






LETNf SKOLA MATEMATIKY A FYZIKY 2021

DIDAKTICKA KREATIVITA

Jirfi Cihlar

ABSTRAKT

Prevazujict naplni hodin matematiky je tesent uloh. Kreativni pristup ucitele k uloham
a jejich Tesent je duleZitou slozkou jeho piusobeni. Na nékolika vhodnych ulohdch ruznych
typt jsou ukdzdny variantni zpusoby resent uloh i zobecniovani a zjednoduSovani uloh.

KLiCOVA SLOVA: feSeni tloh, kreativita.

UvoD

Spravny vybér tloh a problémi, které ucitelé v ramci vyuky matematiky zakam
predkladaji, je velmi dulezity pro celkovou tispésnost vyuky. Vybér tloh by mél
byt pestry, mél by obsahovat kromé standardnich procvicovacich tloh i zajimavé
a inspirativni tlohy, které zvysuji motivaci zakt. U takovychto uloh je mozné
porovnavat rtzné zpusoby feseni, déale je rozvijet jejich zobecnovanim, formu-
lovat dalsi navazujici tlohy a pouzivat netradic¢ni strategie feseni. Vhodné jsou
i takové ulohy, pfi jejichz Teseni se uzivaji rizné partie matematické latky, véetné
efektivniho vyuzivani vypocetni techniky, nemély by chybét ani tlohy ukazujici
dulezitost matematiky pro praxi.

PREHLED ULOH

Uloha 1. Jednostranna lepici paska délky d = 50 m je navinuta na papirovy
valecek o poloméru r = 4,1 cm tak, ze vzdélenost jejtho posledniho ,zavitu“ od
osy valecku je R = 6,9 cm.

Vypocditejte tloustku ¢ této pasky.

Katedra matematiky, Ptirodovédecka fakulta, Univerzita J. E. Purkyné v Usti nad Labem,
jiri.cihlar@Qujep.cz
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Obr. 1: Lepici paska

Reseni. Tuto zcela realnou ulohu (takova paska se opravdu prodavd) je mozné
fesit dvéma podstatné odlisnymi zpusoby, fikejme jim tifeba aritmeticky, resp.
geometricky.

P1i prvnim aritmetickém zpiisobu feSeni budeme predpokladat, ze délka pasky
je rovna souctu délek soustrednych kruznic s poloméry, které se zvétsuji od hod-
noty 7, az k hodnoté R. Poloméry pritom tvori aritmetickou posloupnost, kde je
diferenci tloustka pasky t. Podle vzorce pro soucet nékolika prvnich ¢lenti arit-
metické posloupnosti ziskdme

d= g - (27r 4 27 R),

odkud miuzeme vypocitat pocet zavita pasky

B d
Ca1-(r+R)’

Ror g (R? —r?).

Pri druhém geometrickém zptisobu feSeni vyuzijeme pouze zménu tvaru teé-
lesa, pii které se neméni jeho objem. Oznac¢ime si jeSté nezndmou $itku pasky
pismenem s.

Puvodné rozvinutd paska mé tvar nizkého hranolu s vyskou ¢, a s podstavou
délky d a sitrkou s. Jeho objem je tedy V =d - s - t.

Navinuta paska tvori téleso, jehoz objem mutzeme vypocitat jako rozdil ob-
jemu dvou valci se spole¢nou osou a se spole¢nou vyskou s. Od objemu véalce s po-
lomérem podstavy R ode¢teme objem valce s polomérem 7, tedy V= 1R%s — 7r?s.

Objem je v obou pripadech stejny, tedy

Tloustka péasky je pak déna vzorcem ¢ =

d-s-t =7mR%s —mr?s,

d-t =m(R*>—17),
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a zavérem pak stejné jako v prvnim pripadé

™

t=
d

(R? —1?).
Dosazenim zadanych hodnot vypocitame skutecénou tloustku pasky (pocitame

v milimetrech):
T

"= 50000
Tloustka pésky je asi 0,19 mm.

- (697 — 41%) ~ 0,193 52211

Uloha 2. Zjistéte co nejvice informaci o prvocislech, kterda mohou byt zapsana
pomoci nékolika navzajem shodnych ¢islic, resp. pomoci n navzajem ruznych
éislic 1,2,...,n?

Reseni. Uvazujme nejprve o prvoéislech, ktera se daji zapsat pomoci nékolika
navzajem shodnych ¢islic. Predstavime-li si néjaka takova ¢isla, napiiklad 77 777,
resp. 555, je ihned patrné, ze pokud bude opakujici se ¢islice rizna od jednicky,
zadné takové ¢islo nebude prvocislem. V nasich prikladech je ziejmé, ze prvni
¢islo je délitelné ¢islem 7, a druhé cislo je délitelné cislem 5. Zbyvaji tedy jen
cisla, ktera jsou zapsana pouze pomoci jednicek.

Mezi témito ¢isly jiz prvocisla nalezneme — naptiklad prvocislo 11.

Dalsi ¢islo 111 ale neni prvocislem, protoze méa ciferny soucet 3, a je tedy
i samo délitelné tiemi.

Dalsi ¢islo 1111 také neni prvocislem, protoze mizeme psat

1111=1100+11=11-1004+ 11 =11 -101.

Cislo 11111 zapsané péti jednickami také neni prvoéislem, protoze plati, ze
11111 =47-271.

U disla 111 111 muzeme postupovat podobné, jako u ¢isla zapsaného Ctyrmi
jednickami:

111111 =111000+ 111 =111 (1000 + 1) = 111 - 1001,

ani toto c¢islo tedy neni prvocislem. Takovéto ivahy se daji ale zobecnit.
Budeme-li mit ¢islo, které je zapsano n jednickami, pricemz ¢islo n bude
sloZzené (bude tedy tifeba n = x - y), mizeme n jednic¢ek rozdélit do x skupin po
y jednickach, a dané ¢islo bude tedy délitelné ¢islem zapsanym y jednickami.
Ted jiz tedy vime, ze kandidaty na prvociselnost jsou jen ¢isla zapsana prvodci-
selnym poctem jednicek (ale pozor — neplati, ze kdyz je pocet jednicek prvocislem,
pak je dané ¢islo také prvocislem — viz slozend ¢isla 111, resp. 11111).
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Tabulka 1: Rozklady c¢isel zapsanych prvociselnym poctem jednicek na prvocisla

Pocet jednicek Cislo | Rozklad na prvoéisla

2 11 je to prvocislo

3 111 337

5 11111 47271

7 1111111 239 - 4649

11 11111111111 21649513239

13 1111111111111 5379265371653
17 11111111111111111 | 2071723 - 5363222 357
19 1111111111 111111111 je to prvocislo
23 11111111111111111111111 je to prvocislo

Prvocisla jsou mezi témito ¢isly zastoupena pomérné ziidka — viz tabulka 1.
Vysledky muzeme ziskat tfeba pomoci programu Geogebra.

Uvazujme déale o prvocislech, ktera jsou zapsana pomoci ¢islic 1,2,...,n,
pricemz kazda cislice se v zapise vyskytuje pravé jednou.

KdyZ méame k dispozici pouze ¢islici jedna, nebudeme tspésni, protoze 1 neni
prvocislo.

Kdyz méame k dispozici jen dvé nejmensi ¢islice 1 a 2, také z nich nesestavime
prvocislo, protoze jak ¢islo 12, tak i ¢islo 21, jsou slozena cisla.

Pomoci tii ¢islic 1, 2 a 3 mzeme zapsat 3! = 3 -2 -1 = 6 cisel, ale zadné
z nich nebude prvocislem, protoze vSechna mayji ciferny soucet 6, a vSechna jsou
tedy délitelna tremi.

Tuto tvahu mtzeme aplikovat i na ¢isla sestavend z ¢islic 1, 2, 3, 4 a 5, protoze
ta maji vSechna ciferny soucet 15, a vSechna jsou tedy délitelnd tremi.

Podobné plati, Ze ¢isla sestavend z ¢islic 1, 2, 3, 4, 5 a 6 maji vSechna ciferny
soucet 21, ¢isla sestavend z Cislic 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 a 8 maji vSechna ciferny soucet
36, a konec¢né ¢isla sestavena ze vsech 9 &islic maji ciferny soucet 45. Zadné
z téchto ¢isel tedy nemuze byt prvocislem.

Zbyvéa nam tedy prozkoumat pouze dalsich 4! = 4-3-2-1 = 24 ¢isel zapsanych
Cislicemi 1, 2, 3 a 4, resp. 7! = 5040 cisel, zapsanych sedmi nejmensimi ¢islicemi
1,2, a7 7.

V prvnim piipadé, kdy mame k dispozici pouze ¢islice 1, 2, 3 a 4, mtzeme
Cisly mtuzeme pak nalézt pravé ¢tyri prvocisla, a to: 1423, 2143, 2341 a 4 231.

Také mezi 5043 ¢isly zapsanych sedmi nejmensimi ¢islicemi nalezneme prvo-
¢isla, napriklad cislo 1532647.
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Uloha 3. V roviné je ddna mnozina M Sesti boditi. Zadné tii body z mnoziny M
nelezi na jedné ptimce. Kazdé dva body mnoziny M jsou spojeny tseckou, kterd
je bud ¢ervend, anebo modra. Dokazte, ze plati: Z mnoziny M lze vybrat t¥i body,
které urcuji jednobarevny trojihelnik (vSechny strany trojthelnika jsou ¢ervené
nebo vSechny strany jsou modré).

Reseni. Nejprve dokazeme, ze kdyz z jednoho bodu vychézeji tii tsecky stejné
barvy, pak existuje jednobarevny trojihelnik. Necht jsou tyto t¥i tsecky tieba
Cervené (viz obrazek 2).

Obr. 2: Barveni grafu

Soustfedme se na t¥i ¢arkované tusecky v obréazku.

Je-li alespon jedna z nich ¢ervend, pak existuje jednobarevny cCerveny troja-
helnik.

Neni-li zadna z nich ¢ervena, pak jsou vsechny ¢arkované tisecky modré, a pak
také existuje jednobarevny, tentokrat modry trojihelnik.

Kdyby byly tii tsecky vychézejici z jednoho bodu modré, dikaz by byl ob-
dobny.

Vyberme si nyni libovolny bod z mnoziny M, z néj pochopitelné vychazi pét
usecek. Uvazme vSechny mozZnosti pro pocty jejich barev (viz tabulka 2).

Tabulka 2: Mozné pocty tsecek dané barvy vychazejicich z libovolného bodu

cervené 5 4 3 2 1

modra 0 1 2 3 4

Je patrné, ze ve vSech pripadech vychézi z tohoto bodu alespon tii tsecky
stejné barvy.
Tim je dikaz proveden.
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Uloha 4. Plast uréitého kuZele lze rozvinout do tvaru ptilkruhu o poloméru
I = 3 cm. Vypocitejte objem tohoto kuzele.

Reseni. Abychom mohli vypoditat objem tohoto kuzele, potfebujeme znat po-
lomeér r jeho podstavy a jeho vysku v. Objem pak vypocitdme podle vzorce

V== ..

Polomér podstavy zjistime snadno, protoze délka podstavné kruznice 27r je

vzhledem k rozvinuti rovna délce piilkruznice s polomérem [. Plati tedy, ze 2mr =

l
= 7l, odkud plyne, ze r = 3"

Neznamou vysku kuZele pak zjistime pomoci Pythagorovy véty: v = /12 — r2.
Zavérem pak ziskdme, ze

2
) 1 2 /3 V3
. . . . - — . 7'[' . —_— . —l = — 7'['
3 3 4 4 3 4 4 24
3 9-v3
Numericky: dosazenim za [ ndm vyjde V = 2—\/4_ w33 = T\/_ A 6,121 6 cm?®.
Tato tloha pifimo vold po zobecnéni, zformulujme tedy tuto tlohu (viz obréa-
zek 3).

NES

3cm

Obr. 3: Plast kuzele

Plastém kuzele je kruhova vyse¢ z kruznice o poloméru 3 cm se stfedovym
thlem « € (0, 27).

Vypocitejte objem kuzele jako funkci proménné a.

Cim se feseni zobecnéné tilohy bude ligit od Fefeni ptivodni tlohy? K vipoétu
objemu se bude pouzivat stejny vzorec, vyska kuzele se bude opét pocitat pomoci
Pythagorovy véty, jediny rozdil bude v tom, ze délka podstavné kruznice 27r
nebude délkou pulkruznice, ale délkou oblouku, ktery prislusi kruhové vyseci se
stfedovym thlem a.

10
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Délka oblouku vysece je pfimo tmérna velikosti stfedového tthlu v obloukové
2l 2nr

mife, a proto plati: o = o odkud vypocitame, ze r = [ - %. Pro prehlednost
dal$ich vypoctu si jesté zavedme substituci z = %, nova proménnd = € (0,1)
tedy vyjadiuje pomér thlu vysece k plnému thlu.

Pri tomto oznaceni tedy plati, ze r =1 - x.

Dalsi vypocet probiha jiz obdobné, jako u puvodni tlohy:

Vysku kuzele zjistime pomoci Pythagorovy véty: v = /12 — 12, a zévérem
(i po dosazeni) mame

1 1 1
V== mrPo=2 11222 12 — 222 = g-7T-l3-a:2\/1—x2=97r-a:2\/1—x2.

3 3
Pribéh této funkce ukazuji hodnoty z tabulky 3 a graf na obrazku 4.

Tabulka 3: Objem kuzele

x V() x V(x) x V()
0,00 | 0,0000 0,35 | 3,2445 0,70 | 9.8940
0,05 | 0,0706 0,40 | 4,1462 0,75 | 10,5197
0,10 | 0,2813 0,45 | 5,1131 0,80 | 10,8573
0,15 | 0,6290 0,50 | 6,1216 0,85 | 10,7612
0,20 | 1,1081 0,55 | 7,1432 0,90 | 9,9828
0,25 | 1,7110 0,60 | 8,1430 0,95 7,9679
0,30 | 2,4275 0,65 | 9,0781 1,00 | 10,0000

Zavislost objemu V(x) na poméru x

11

© B N ®W &~ U O N ® O©

0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

Obr. 4: Objem kuzele

11



Jikf CIHLAR

Pohledem do tabulky zjistime, Zze pro hodnotu = = 2& = 0,5 je velikost
™

objemu V = 6,121 6 cm?®, coz je ve shodé s Fesenim ptivodni tlohy.

Také je dobte vidét, ze pro velmi malé hodnoty a vznika velmi tzky a relativné
vysoky kuzel s takika nulovym objemem, a podobné pro velké hodnoty «, blizké
hodnoté 27, vznikd velmi Siroky a relativné nizky kuzel, ktery méa taktéz skoro
nulovy objem.

Prirozené vznika otazka, pro jakou hodnotu thlu « je objem kuzele maxi-
malni.

Pro studenty, ktefi znaji zaklady diferencidlniho poctu, je cesta snadné — staci
vyhledat vhodny nulovy bod prvni derivace funkce z2/1 — 2, ktera se ve vzorci
pro objem vyskytuje. Pro zaky by bylo ale uzite¢né, aby se seznamili s i metodou
postupnych aproximaci, kterd je pomoci programu v Excelu pristupna nejenom
stredoskolaktim, ale i zaktim 2. stupné zakladnich skol.

Nejprve tedy vyuzijme derivace:

/
(xQ- 1—a:2) =201 — 22 + 22 (1—3:2)_%-(—233).

1
2

Po tpravach pravé strany obdrzime, ze

(2 VI—2) = == 2 - 322,

2
Kdy7 pak fesime rovnici 2 — 3z° = 0, ziskdme, ze 22 = 3 resp.

2
— /= ~0,8165.

Dosazenim za 22 do vzorce pro objem dostaneme jeho maximélni hodnotu:

2 1
Vinax = 97 - 3 - §=2w\/§%10,8828 cm3.

2 «@
Piislusny stiedovy thel o vysece ziskame z podminky z = 4/ 3= 50 jejt
m

Gpravou mame
2 e}
o =214/ 3 ~ 5,130 2 rad =~ 293,94°.

A nyni hledejme maximélni hodnotu objemu v Excelu pomoci metody postup-
nych aproximaci.

V tabulce 3 si mizeme povsimnout, ze maximum nabyva objem pro hod-
notu x nékde mezi hodnotami 0,75 a 0,85. Vypocet objemu ponechame stejny,

12
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ale budeme jej pocitat jen pro zjemnélé hodnoty 0,75, 0,76, 0,77, az 0,85. V této
podrobnéjsi tabulce pak nalezneme jesté uzsi obor hodnot pro x, atd. Technicky
postup vypoctu je jednoduchy, pouze kopirujeme prvni fadky tabulky, nasta-
vujeme pocatecni hodnoty, a roztahujeme bloky bunék dola. Postup je vidét
v tabulce 4.

Tabulka 4: Postupné aproximace maximalniho objemu

x V(z) x V(z) x V(z)
0,75 | 10,5197 0,812 | 10,3808 0,8152 | 10,88263
0,76 | 10,6141 0,814 | 10,8822 0,8154 | 10,88268
0,77 | 10,6961 0,816 | 10,8828 0,8156 | 10,88272
0,78 | 10,7647 0,818 | 10,8826 0,8158 | 10,88275
0,79 | 10,8189 0,820 | 10,8816 0,8160 | 10,88277
0,80 | 10,8573 0,822 | 10,8798 0,8162 | 10,88279
0,81 | 10,8787 0,824 | 10,8772 0,8164 | 10,88280
0,82 | 10,8816 0,826 | 10,8737 0,8166 | 10,88280
0,83 | 10,8642 0,828 | 10,8694 0,8168 | 10,88279
0,84 | 10,8248 0,830 | 10,8642 0,8170 | 10,88277
0,85 | 10,7612 0,832 | 10,8582 0,8172 | 10,88275

7 pravé casti tabulky je vidét, Ze muzeme i touto metodou rychle ziskat uspo-
kojiveé pfesné hodnoty.

Na tlohu o rozvinutém plasti kuzele mize navézat i hezka tloha o chytré
a pritom liné mouse, kterd méa toto znéni:

Plastém kuzele je kruhova vysec¢ z kruznice o poloméru 3 cm se stfedovym
thlem « € (0, 7). Na kuZeli je v bodu A moucha, jeji vzdalenost od vrcholu je d,
0 < d < 3. Naleznéte délku nejkratsi drahy, po které se moucha musi pohybovat,
aby oblezla cely kuzel kolem dokola, a vratila se do zpét do vychoziho bodu A.

Tvar i konstrukce nejkratsi drahy je na obrazku 5. O spravnosti konstrukce
podle prostfedniho obrazku nepochybujeme — tusecka je jisté nejkratsi spojnici
dvou bodu. Konstrukce na obrazku vpravo vyuziva toho, ze draha mouchy je na
proté&jsi tsecku AC kolma. Obé konstrukce vedou ke stejné délce drahy, coz plyne
ze shodnosti trojuhelniki s prfeponou d v obou obrazcich.

l
A jaka je tedy délka [ této nejkratsi drahy? Z obrazku vpravo plyne, Ze 3=
:d-sin%, a tedy
[l =2d-sin g.
2

13
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\Y V
B C B

Obr. 5: Nejkratsi draha mouchy a jeji konstrukce

Je zajimavé, ze jsme schopni vypocitat délku této kiivky, i kdyz to je prostorova
kiivka. Ze kiivka nelezi v roviné plyne z toho, Ze vsechny kiivky, které jsou
prunikem kuzelové plochy s rovinou, jsou kuzelosecky. V nasem pripadé by se tedy
muselo jednat o elipsu, ale elipsa neméa zadny hrot, jako nase kfivka v bodé A.

Uloha 5. Jednou si kral zavolal vSechna sva pazata a postavil je do fady. Prv-
nimu pazeti dal uréity pocet dukatt, druhému dal o dva dukaty méné, tfetimu
opét o dva dukaty méné, a tak dale. Kdyz dosel k poslednimu pazeti, dal mu
prislusny pocet dukat, otocil se a obdobnym zptsobem postupoval na zacatek
fady (tj. predposlednimu pazeti dal o dva dukaty méné nez pfed chvili posled-
nimu, atd.) Na prvni paze v tomto kole vysly dva dukaty. Poté jedno z pazat
zjistilo, ze mé 32 dukatt.
Kolik mohl mit kral pazat a kolik celkem jim mohl rozdat dukata?

Reseni. Aby mélo zadani tlohy smysl, budeme pozadovat, aby pocet pazat byl
alesponl 2. Zaci by si nejprve méli poviimnout toho, Ze viechna péazata kromé
posledniho v fadé dostanou stejny pocet dukatd, a ze tento pocet dukatt je
dvakrat vétsi, nez pocet dukatt, ktery dostalo posledni paze. To je zrejmé z této
uvahy: dostalo-li posledni paze naptiklad = dukati, pak predposledni paze dostalo
celkem (z +2) + ( — 2) dukéti, paze pred pfedposlednim dostalo (z+4) + (z —4)
dukati, atd.

Pak jiz muzeme zpétnym postupem nalézt pomoci schematickych nakrest dvé
feSeni ulohy:

e 32 dukati ma prvni paze (a tedy i vSechna dalsi paZata kromé posledniho)

7 pazat 8. paze

Obr. 6: Prvni feseni ulohy 5
Kral ma 8 pazat a rozdal celkem 7 - 32 + 16 = 240 dukatt.

14



LETNf SKOLA MATEMATIKY A FYZIKY 2021

e 32 dukatti ma posledni paze

62 60 58 atd. 34 3
2 4 6 30

>

15 pazat 16. paze
Obr. 7: Druhé feseni ulohy 5
Kral ma 16 pazat a rozdal celkem 15 - 64 + 32 = 992 dukat.

Jak mtzeme tuto tlohu zobecnit? Pomuze univerzalni metoda: nahrazeni kon-
stant proménnymi. Pak se ale tloha stane tlohou s parametry, a bude tedy treba
provést jeji diskusi.

Neznamy pocet pazat oznac¢me p, neznamy celkovy pocet dukata, které kral
rozdal, oznac¢me d, a dalsi dvé konstanty tlohy oznac¢me takto (jsou to opét
prirozena c¢isla):

e symbolem 7 ozna¢me rozdil mezi poc¢ty darovanych dukati u dvou sousednich
pazat (a zaroven pocet dukéati, které dostalo prvni paze v druhém kole),

e a symbolem n ozna¢me pocet dukati, ktery dostalo nékteré z pazat.

Mame nalézt nezndmd cisla p a d, a samoziejmé provést diskusi pro para-
metry 7 a n, tj. stanovit takové podminky, kdy zobecnénd tloha mé opét dvé
feSeni, resp. kdy méa jen jedno TeSeni, resp. nemd zadné feseni. Opét budeme
predpokladat, ze kral ma alespon dvé pazata.

Stejné jako v puvodni uloze zjistime, Zze posledni paze dostalo p - r dukatu,
a prvni paze (stejné tak jako v8echna dalsi pazata az k predposlednimu) dostalo
2. p-r dukdtl. Z toho plyne, Ze celkovy pocet dukatti je: d = (p—1)-2pr+pr =
=pr-(2p—1).

Podle podminek tlohy méa n dukatt bud prvni paze, a platin = 2-p-r, anebo
ma n dukatt posledni paze, a platin =p - r.

V prvnim ptfipadé plati p = % = 2, tedy 2r musi byt délitelem &isla n,
a pfitom n = 4r.
. (o n o ,n
Pocet dukatt je pak d = — (2— — 1) R (= —1).
r

= 2, tedy r musi byt délitelem &isla n, a pfitom

V druhém pripadé plati p =
n 2 2r.

Pocet dukatu je pak d = L (2ﬁ — 1) =n- (2ﬁ — 1).

Mtizeme si povsimnout, 27:3 plati—lirpodminky zZ prizniho pripadu, pak plati
i podminky z druhého p¥ipadu, a tloha mé dvé feSeni (napiiklad pro hodnoty

%I:
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r =2 an = 32z puvodni dlohy). KdyZ plati pouze podminky z druhého pfipadu,
pak ma uloha jedno feseni (tfeba pro hodnoty r = 2 a n = 30). KdyZ neplati
zadna z uvedenych dvou podminek, pak tloha nema feseni.

Uloha 6. Dominové kameny maji na kazdém ze svych dvou poli nejvyse Sest
tecek. Zadné dva kameny nejsou stejné, kazdé neuspoirddané dvojici z ¢isel 0 az
6 odpovida jeden kédmen.

a) Kolik je dominovych kament celkem?
b) Kolik tecek je na vSech kamenech dohromady?

Reseni. Tato tloha je uvadéna zejména proto, Ze je ji mozno Fesit mnoha riiz-
nymi zpusoby.

Bez napadu ji mtizeme resit ,,jen hrubou silou“, tedy systematickym vypisem
vSech moznosti, zjisténim celkového poctu tecek pro kazdou moznost, a konecné
seCtenim vsech tecek pro vsechny moznosti.

VypiSeme tedy nejprve vSechny moznosti: 00, 01, 02, ..., 06, 11, 12, ..., 16,
22,23, ...
Pak ke kazdé moznosti spoc¢itame pocet tecek: 0, 1, 2, ..., 6, 2,3, ..., 7, 4,

5, ...
A nakonec sectenim vypocitame celkovy pocet tecek.
I kdyz obdrzime spravné feseni, matematiku bychom ale takovymto postupem
spise urazeli.

Pro prvni ¢ast tlohy o poctu vSech dominovych kamenti mizeme pouzit i kom-
binatorické vzorce pro k—clenné kombinace z n prvka s opakovanim ¢i bez opa-

kovani: L1
Kop(k,n) = (nJrk B >, resp. K (k,n) = <Z>

Podle prvého vzorce mtizeme vypoéitat poéet vsech kamenit: K,p(2,7) =
8

= = 28.
2

Podle druhého vzorce muzeme nejprve vypocitat pocet vsech kament, na
7
nichz jsou v obou polich rizné poéty tecek: K(2,7) = <2) = 21. Nésledné

pak muzeme pri¢ist 7 kament, na nichZ jsou v obou polich stejné pocty tecek,
a ziskame tak tentyz vysledek, jako v prvnim piipadé. Tato dil¢i tloha muze byt
vhodna, pokud chceme procvicit odliSovani kombinatorickych objekt s opako-
vanim a bez opakovani.

Dalsi postupy feseni miizeme ziskat, pokud si vSechny moznosti usporadame
do tabulky 5.
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Tabulka 5: Soucty tecek na dominovych kamenech

0 1 2 3 4 5 6 Soucet

SR W N = O

Tabulku bychom pochopitelné nemuseli vypliiovat celou, stacilo by vyplnit
jen modfe oznacend pole, ale ukaze se, ze je vhodné vyplnit symetricky i bila
pole pod diagonalou.

Pak je zfejmé, Zze pocet kament (pocet vSech modrych poli) miuzeme ziskat
jako soucet

1
1+2+3+4+5+6+7:§o7'8:28.

Hodnotu souc¢tu miizeme pocitat podle vzorce pro soucet nékolika prvnich ¢lent
aritmetické posloupnosti. Ale i zaci, ktefi jesté neprobirali latku o posloupnostech,
ji mohou také snadno ziskat pomoci ,postupu malého Gausse“: pod soucet 1 az
7 si napisi tento soucet jesté jednou, ale v obraceném poradi, tedy od 7 az do 1.
Pak si povsimnou, ze ve vSech dvojicich ¢isel nad sebou je stejny soucet 8, tedy
dvojnésobek souctu mé tedy hodnotu 8- 7, a soucet samotny je roven 28.

Pro pocet tecek na kamenech (soucet ¢isel v modrych polich) miZeme volit
ruzné postupy, ale snad nejlepsi bude nasledujici postup, kde budeme vyuzivat
celou vyplnénou tabulku.

Pro obé nase tilohy (pocet kameni, resp. pocet tecek) miizeme vzhledem
k symetrii tabulky pouzivat totéz ideové schéma z nésledujici ,,formule“:

modra pole tabulky = (celd tabulka — diagondla) : 2 + diagonéla.
Pro pocet kamenu, ktery byl jiz diive dvakrat vypocitan, dostaneme timto zpt-

sobem opét
(7T-7T=T7):247=42:247=2147=28.

Pro pocet tecek si nejprve musime vypocitat soucty tecek v celé tabulce a soucet
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tecek na diagonale. Pro celou tabulku dostaneme
1 1
21428 +35+442+49+4 56 + 63 = 3 -7-(21463) = 3 - 7-84 =294.

Pro diagonalu dostaneme

1 1
0+2+4+6+8+104+12=2-7-(0412) =7 -7-12 =42,

S pouzitim ideového schématu pak vypocitdme pocet tecek v modrych polich (na
vSech kamenech):

(294 — 42) : 2+ 42 =252 : 2+ 42 = 126 + 42 = 168.

Uloha 7. Ze Sedych a biljch étvercovych dlazdic se postupné vytvaieji obdélni-
kové obrazce.
Prvni obrazec je slozen ze dvou Sedych dlazdic.
Druhy obrazec vznikne z prvniho tak, ze zleva a shora pridaji bilé dlazdice.
Treti obrazec vznikne z druhého tak, Ze zleva a shora pridaji sedé dlazdice.
Ctvrty obrazec vznikne z tietiho tak, Ze zleva a shora piidaji bilé dlazdice.
A tak dale (viz obréazek 8).

Atd.

1. Obrazec 2. Obrazec 3. Obrazec 4. Obrazec
Obr. 8: Vyvoj obrazcu v tuloze 7

Vypocitejte, kolik Sedych a kolik bilych dlazdic je v n-tém obrazci.

Reseni. Nejprve si uvédomime, kolik dlazdic (bez ohledu na jejich barvu) je
v n-tém obrazci. Protoze je to obdélnik, jejich pocet bude n - (n + 1). Déle si
vypocteme, kolik dlazdic musime pfidat, abychom z n-tého obrazce vytvorili na-
sledujici obrazec s pofadovym éislem (n + 1). Bude to rozdil

(n+1)-n+2)—n-n+1)=mn+1)-n+2—n)=2-(n+1).

Pii pfechodu od 1. obrazce ke 2. obrazci tedy piibydou 2- (14 1) = 4 bilé dlazdice,
pri pfechodu od 2. obrazce ke 3. obrazci pfibyde 2 - (2 + 1) = 6 Sedych dlazdic.
Pii pfechodu od 3. obrazce ke 4. obrazci pfibyde 2 - (3 + 1) = 8 tentokrat opét
bilych dlazdic, atd.
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Tyto priristky poc¢tl dlazdic tvori tedy posloupnost sudych ¢isel ¢tyrkou po-
¢inaje. Pokud prechazime od lichého cisla obrazce k nasledujicimu sudému ¢islu,
pridava se prislusny pocet bilych dlazdic (a pocet Sedych dlazdic se neméni),
a naopak, pokud pfrechdazime od sudého k nasledujicimu lichému ¢islu, zvétsuje
se pocet Sedych dlazdic (a pocet bilych dlazdic se neméni).

Pomoci téchto faktti mizeme postupné vypocitat pocty dlazdic v prvnich
deseti obrazcich, vysledky jsou uvedeny v tabulce 6. Prirtstky, které jsou dany
vzorcem 2 - (n + 1), jsou v tabulce ozna¢eny modrymi Sipkami.

Tabulka 6: Pocty Sedych a bilych dlazdic v prvnich deseti obrazcich

Cislo Pocet sedych | Pocet bilych | Celkovy pocet

obrazce n dlazdic s, dlazdic b,, dlazdic
1 2 0 2
2 2 4 7 6
3 g v 4, 12
4 8 12 7 20
5 18 7 12 30
6 18 24 42
7 32 7 24 56
8 32 10 7 72
9 50 40 90
10 50 60 110

Timto rekurentnim postupem bychom principialné mohli vypocitat pocty Se-
dych i bilych dlazdic pro libovolné velka n, ale bylo by to velmi nepohodIné,
protoze k témto hodnotadm bychom se museli postupné propracovavat dlouhymi
vypocty, kdy ze znalosti predchozich hodnot bychom mohli vypocitavat jen hod-
noty nejblize nasledujici. Pfesto jsou tyto vysledky cenné, zapisme je tedy rovni-
cemi:

S1 = 2 bl =0
pro kazdé n > 1 sudé plati, ze  sp41=5,+2-(n+1) bypt1=bn_1
pro kazdé n > 1 liché plati, Zze  s,11=5n bpt1=bp+2-(n+1)

A nyni se budeme snazit nalézt explicitni vyjadfeni pro obé posloupnosti, tedy
odvodit vzorce, pomoci nichz budeme moci pocitat hodnoty jejich ¢lent pfimo,
pouze dosazenim za n.
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Pomtzou ndm vypocty, které provedeme v nasledujici tabulce 7.

Prvni tii sloupce jsou pfevzaty z predchazejici tabulky 6. Ve ¢tvrtém sloupci
je aritmeticky primér ® z pocti Sedych a bilych dlazdic, hodnoty v tomto sloupci
jsou pochopitelné poloviéni vici hodnotam z posledniho sloupce tabulky 6. Vez-
meme-li v ivahu vyse odvozené vyjadieni pro soucet s, + b,,, pak nas neprekvapi,
ze hodnoty @ jsou tzv. trojuhelnikova ¢isla, ktera nalezneme také v druhé diago-
nale Pascalova trojuhelniku.

Zajimavé vysledky ale prinaseji hodnoty v poslednich dvou sloupcich tabulky.
Jsou to odchylky poctu s, a b, od jejich aritmetického pruméru ®. Je ziejmé, ze
soucet obou odchylek v jednom fadku musi byt roven nule — to vyplyva z definice
praméru. Co nam ale pfi naSem FeSeni muze pomoci je to, ze absolutni hodnoty
odchylek jsou stejné pro n = 1 a n = 2, stejné tak jako pro nasledujici dvojici
¢isel n (3 a 4), stejné tak jako pro nasledujici dvojici 5 a 6, atd. Navic je vidét,

n

7e tato absolutni hodnota je rovna pro vétsi (sudd) ¢isla z dvojice vyrazu 5
o 1r 12N xs . ; n I p
Pro mensi (lichd) ¢éisla z dvojice neni zlomek 3 celym cislem, ale spravnou abso-

. o p P n R -y s s
lutni hodnotu muzeme ziskat zaokrouhlenim ¢isla 5 Da nejblize vyssi celé ¢islo.

Daéle tedy pouzijeme symbol [a], ktery oznacuje celé ¢islo, které je z intervalu
(a;a + 1), a 1k4 se mu horni celd ¢ast ¢isla a. St¥idani znamének pak ve vzorcich
zrealizujeme pomoci vyrazu (—1)", ktery nabyva stfidavé hodnot (+1) a (—1).

Tabulka 7: Dalsi vypocty potiebné k nalezeni explicitnich vzorci

n | sp | bn @:%-(sn—i—bn) AS=5,—® | A’ =, — @
1 0 1 +1 -1
2 -1 +1
3 4 6 +2 —2
4 12 10 —2 +2
5| 18 | 12 15 +3 -3
6| 18 | 24 21 -3 +3
713224 28 +4 —4
8|32 40 36 —4 +4
9 | 50 | 40 45 +5 -5

10 | 50 | 60 59 -5 +5
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Po téchto tivahach mizeme zavérem odvodit hledané vzorce:

s_1 S_l —(—=1\" ﬁ
Sn:¢)+An—§'(57L+bn)+An—2 n-(n+1)—(-1) [J
1 1 n

— b =, b_ 2y, —1n. | =
bn_d>+An_2 (8n +bn) + A 5" (n+1)+(-1) [J

V tuto chvili by se mohlo zdat, ze feseni nasi lohy je ukonceno, ale to by nebylo
korektni. Pro¢? Vyjadieni diferenci z poslednich dvou sloupcu tabulky 7 jsme
totiz odhadli jen intuitivné, a nemame tedy jistotu, Ze plati opravdu pro vSechna
prirozena n. Je tedy tieba oba vzorce pro pocty sedych a bilych dlazdic v n-tém
obrazci dokadzat matematickou indukci. Budeme se pfitom opirat o rekurentni
predpisy pro obé posloupnosti, které byly dokazany korektné.
1
Dokazme tedy matematickou indukei, Ze plati s,, = 5 ‘n(n+1)—(=1)"-
V prvnim kroku musime dokazat, ze tento vzorec je spravny pro n
1 1

Dosadme tedy tuto hodnotu, a ziskame: s,, = 5 1-2—(—1)"- {5—‘ =1+1=2.

Pro n =1 tedy tvrzeni plati.
V druhém kroku musime dokézat, ze pro vsechna n prirozena plati implikace:

1 1
jestlize s, = 5 ‘n-(n+1)— (=" [g—‘, pak spy1 = 5 (n+1) - (n+
+1
2__17L+1. n—
2= o[

Dtikaz rozdélime na dva ptripady podle parity ¢isla n, implikaci budeme do-
kazovat zvlast pro n lich4 a pro n suda.

Necht je tedy nejprve n liché éislo vétsi nez 1. Pak pomoci rekurentni formule
a indukéniho predpokladu ziskame:

St = sa =g n- (1) - ()" [ 2] =
=LA ) —r) — (-)r[2] =
= %-n-(n+1)+%-2-(n+1)—(7hL1)+nJ2rl -
- %-(n+1)-(n+2)—n;1 _

_ % Cn+1)- (n+2) — (—1)"HL [”T“W
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Necht je dale n sudé ¢islo vétsi nez 1. Pak pomoci rekurentni formule a in-
dukéniho predpokladu tentokrat ziskame:

St = sa k2 (A )=o)+ 4 D (k1) - (-] =

= %-n-(n—i—l)—l—%-2-(n—|—1)+(n—|—1)—g:
= %'(n+l)-(n+2)+g+1:
:%-(n+1).(n+2)+[”;ﬂ:

= 2 (D) (2 — (-1 [”T“w

Velmi podobné by probihal i diikaz vzorce pro pocet bilych dlazdic.
Nase implikace tedy plati pro vSechna n, a dikaz spravnosti vzorct je tim
proveden.

Tato tloha je ukazkou z bohaté tridy tloh, kde si Zaci rozvijeji induktivni
mysleni. Patfi sem tlohy o figurdlnich c¢islech ¢i o posloupnostech pravidelné
se rozvijejicich geometrickych ttvari (Gardch v trojuhelnikové ¢ ¢tvercové siti,
¢tvercovych dlazdic, shodnych krychli¢ek v prostoru, atd.) Nalézani zakonitosti
a nasledné dtikazy hypotéz jsou pro zaky zajimavé a motivujici.

Uloha 8. Konvexni téleso m4 tu vlastnost, ze v kazdém jeho vrcholu se stykaji
tfi stény: jeden ctverec, jeden pravidelny Sestitthelnik a jeden pravidelny osmi-
thelnik. VSechny mnohothelniky maji stejnou délku strany. Vypocitejte pocet
vrcholt V', pocet stén S a pocet hran H tohoto télesa. (Pro konvexni télesa plati
tzv. Eulerova véta, ktera ¥k, 7e V + .5 = H + 2.)

4

Obr. 9: Vrcholova hvézdice
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Reseni. Predstavme si, ze vSechny stény télesa mame v po¢ateénim stavu roz-
pojené. Je to = ¢tvercl, dale pak y pravidelnych Sestitithelniki, a konecné z pra-
videlnych osmithelniki (viz obrazek 10).

S N N N N B

y-krat . . . . atd.

Obr. 10: Rozpojené stény télesa

Kazdy pravidelny mnohotthelnik ma n vrcholi a stejné tak méa i n stran.
Z toho plyne, ze na vsech pravidelnych n-thelnicich z obrazku 10 najdeme celkem
4x + 6y + 8z vrcholi, a pochopitelné i stejny pocet stran.

Pfi spojovani mnohothelniki do povrchu télesa se v kazdém vrcholu télesa
spoji tfi rozpojené vrcholy a do kazdé hrany télesa se spoji dvé rozpojené strany
mnohotthelniki. Z toho plyne, ze pocet vrcholi télesa a pocet jeho hran mtzeme
vyjadrit témito vyrazy:

4z 4 6y + 8 4z + 6y + 8
‘/’:73jJr y+ oz a H:7x+ v+ c
3 2
Pocet stén na télese muZzeme snadno vyjadrit ve tvaru S = = + y + 2.

Dosadime-li tyto vyrazy do Eulerovy véty, ziskdme prvni rovnici pro nase ne-
znamé x, y a z:

4x 4+ 6y + 82 4x + 6y + 82

kterou mtizeme upravit do tvaru x — z = 6.

Dalsi dvé rovnice miizeme sestavit pfi pohledu na vrcholovou hvézdici. Tam
se styka jeden vrchol ¢tverce, jeden vrchol Sestitthelniku a jeden vrchol osmi-
thelniku. Protoze tato situace nastava v kazdém vrcholu télesa, musi byt sobé
rovny poc¢ty vrcholt na rozpojenych ¢tvercich, po¢ty vrcholi na rozpojenych Ses-
titthelnicich i pocty vrchold na rozpojenych osmithelnicich. Odtud mame: 4z =
=6y = 2x — 3y = 0, a podobné 4x = 8z = = — 2z = 0.

+ 2,
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Soustavu tii rovnic jiz vyfesime snadno, FeSenim jsou hodnoty: x = 12, y = 8
az=~6.

Povrch télesa se tedy sklada ze 12 ¢tverci, 8 Sestitthelnikti a 6 osmithelnik.

Dosazenim téchto hodnot do vyraza pro V', S a H pak miZeme vypocitat, ze
hledané téleso méa 48 vrchold, 26 stén a 72 hran. Ndzorny obrazek a sif tohoto
télesa jsou na obrazku 11.

Obr. 11: Nazorny obrazek a sit télesa (4,6, 8)

Tuto tlohu muzeme mnohonasobné variovat. Obecné jde o vypocet parame-
tra V, S a H pro tzv. platénska, resp. archimédovska télesa.

U platénskych téles je pouzit jen jeden typ mnohothelnikt (napfiklad jen
samé rovnostranné trojuhelniky, resp. jen samé ¢tverce), pii jejich feSeni vysta-
¢ime pouze s Eulerovou vétou, neni tfeba fesit soustavu rovnic. Platénskych téles
je jen pét, byla znama jiz Euklidovi.

U archimédovskych téles jsou pouzity dva ¢i t¥i typy mnohothelniki, fesi se
soustavy o dvou, resp. tfech nezndmych, které ziskdme z Eulerovy véty a z po-
rovnani poc¢tl vrcholt u jednotlivych typt mnohothelniki ve vrcholové hvézdici.
Archimédovskych téles s dvéma typy stén je vice, ale archimédovska télesa s tfemi
typy stén jsou jen tii — nase téleso a télesa (4,6,10) a (3,4,4,5).

Uloha 9. Po okruhu béhaji dva atleti, kazdy jinou konstantni rychlosti. Jestlize
bézi opa¢nymi sméry, potkavaji se kazdych 10 minut, jestlize bézi stejnym smé-
rem, miji rychlejsi pomalejsiho kazdych 40 minut. Za jakou dobu ubéhne okruh
rychlejsi atlet, resp. pomalejsi atlet?

Reseni. Ozna¢me si symboly vg, resp. vp rychlosti rychlejsiho, resp. pomalej-

siho bézce (jednotkou bude m/min). Déle si ozna¢me symbolem d délku okruhu
v metrech.
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Vr
—
Vp
Obr. 12: Okruh se dvéma bézci

Kdyz bézci bézi opaénymi smeéry a mijeji se tieba v bodé A, pak se zase
potkaji v takovém bodé, kdy soucet jejich drah, které ubéhnou za 10 minut, je
roven délce okruhu d. Odtud plyne rovnice: vy - 10 + vp - 10 = d.

Kdyz bézci bézi stejnym smérem a rychlejsi predbiha pomalejsiho treba
v bodé B, pak k dalsimu predbéhnuti dojde, az rychlejsi predbéhne pomalej-
$tho o cely okruh, tedy v takovém bodé, kdy rozdil jejich drah, které ubéhnou za
40 minut, je roven délce okruhu d. Odtud plyne dalsi rovnice: vy - 40 —vp - 40 = d.

ODbé rovnice maji stejnou pravou stranu, musi se tedy rovnat i jejich levé
strany. Po zkraceni deseti ziskame:

vR +vp = 4vg —4up

5’Up:3’UR
v —§U
P—5R

3

Dosazenim do prvni rovnice obdrzime vg - 10 + —vg - 10 = d, a odtud muzeme
vypocitat ¢as, za ktery obéhne rychlejsi bézec cely okruh:

d 3

— =10+ - - 10 = 16.

VR 5
Riychlejsi bézec tedy ubéhne cely okruh za 16 minut.

Pomalejsi bézec ubéhne cely okruh za c¢as

d d 5 d 5 80 2
_— = 3— = - —— = — . 16: _— = 26—_
vp sVUR 3 VR 3 3 3

Pomalejsi bézec tedy ubéhne cely okruh za 26 minut a 40 vtefin.
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Tato tloha ma zajimavé zadani, které neumoznuje vypocitat hodnoty rady
parametrii, které se v ni vyskytuji (délka okruhu, rychlosti obou atleti1), ale
presto je mozné vypocitat pomeéry téchto parametri, tedy napiiklad i Casy, za
které obéhnou atleti cely okruh.

Uloha 10. Mnozinu kladnjch celych ¢isel budeme nazjvat ¢tvercovou pravé
tehdy, kdyzZ je neprazdnd a soucin vsech jejich prvku je druhou mocninou celého
¢isla.

Zjistéte, kolik podmnozin mnoziny {1,2,3,...,20,21} je ¢tvercovych.
ReSeni. Aby si zaci uvédomili roli jednotlivych &isel pii vytvareni ¢tvercovych
mnozin, je vhodné nejdiive sestavovat priklady podmnozin, které jsou ¢tvercové,
a priklady podmnozin, které nejsou ¢tvercové.

Tieba podmnozina {3,7,21} je ¢tvercova, protoze 3-7-21 =3-7-3-7 =
=(3-7%

Nebo podmnozina {2,4, 18} je také ¢tvercova, protoze 2-4-18=2-4-2-9 =
=(4-3)2

Ale podmnozina {4,9, 11} nenf ¢tvercova, protoze 4-9-11 = (2-3)* - 11.

Tak si zaci postupné uvédomi, ze ¢isla z mnoziny A = {1, 4, 9, 16}, kterd jsou
druhymi mocninami, je mozné zarazovat zcela libovolné do ¢tvercovych mnozin,
bez ohledu na dalsi ¢isla v podmnoziné.

Také brzo poznaji, ze zadné ¢islo z mnoziny B = {11, 13, 17, 19} vétsich
prvocisel nemuze byt prvkem zadné ¢tvercové podmnoziny.

Pak si také povsimnou, Ze ¢isla z mnoziny C = {2, 3,5, 7} mensich prvoéisel
nemohou byt prvky ¢tvercové podmnoziny samostatné, ale jen za pritomnosti
dalstho cisla, které ma dané malé prvocislo ve svém prvociselném rozkladu.

A nakonec zjisti, ze ¢isla z mnoziny D = {6,8, 10,12, 14,15,18,20,21}, v je-
jichz prvociselnych rozkladech se vyskytuji jen ¢isla z mnoziny C, také nemohou
byt prvky ¢tvercové podmnoziny samostatné, ale pouze za podminky soucasného
vyskytu vhodnych prvkia z mnoziny C.

Zavérem si pak zaci uvédomi, ze kazdou ¢tvercovou podmnozinu mnoziny
{1,2,3,...,20,21} je mozné vytvorit takto:

Vezme se libovolnd podmnozina mnoziny D. Souéin jejich prvkiu je cislo ve
tvaru 2% - 3Y . 5" - 7, kde ¢isla z, y, u, v jsou bud sud4, anebo lich4. Tato podmno-
zina D se sjednoti s podmnozinou mnoziny C, ktera obsahuje ta prvocisla, ktera
maji ve vyjadieni soucinu prvki z D liché exponenty. Takto vytvorena podmno-
zina se dale sjednoti s libovolnou podmnozinou mnoziny A. Je tfeba ale dodrzet
podminku, Ze ¢tvercova mnozina musi byt neprazdna.

Kolik tedy miizeme ziskat ¢tvercovich podmnozin? Mnozina D mé 2° pod-
mnozin, mnozina A ma 2% podmnozin, a neprazdnych podmnozin je tedy
29.2% —1 =21 _1=8191.
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ZAVER

Ulohy z tohoto ¢lanku byly vybrany z tloh, které byly zformulovany a feSeny
na jednom z odbornych semindit Katedry matematiky Pfirodovédecké fakulty
UJEP v Usti nad Labem, ktery nese nazev Seminai FeSeni matematickjch vice
méné stredoskolskych tloh (SeReMaStUl). Tohoto seminéie se kromé pracovniki
katedry Ucastni i studenti fakulty, u¢itelé matematiky ze stiednich skol, jejich Zaci
i obcasni hosté z jinych kruhti. Seminar se schazi zhruba jednou mésicné a jeho
napln prinasi véem tcastnikiim pouceni i potéseni. Vice se o seminéfi lze dozvédét
na jeho strance

https: //kma.ujep.cz/seminare-a-kurzy/
seminar-reseni-matematickych-vice-mene-stredoskolskych-uloh

Naleznete tam také kompletni seznam tloh, které jsme na ném od jeho zalo-
zeni fesili. U fady tloh se ale nespokojujeme s pouhym vyfesenim, ale diskutujeme
o ruznych zpisobech feseni, tlohy déale pozménujeme, zobecnujeme, vytvarime
jejich ruzné pokracovani, a tak déle.

Budu rad, pokud tento ¢lanek vzbudi zdjem i o nas seminar.
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NEKOLIK POHLEDU NA GEOGEBRU

Sarka Gergelitsova

ABSTRAKT

Volné dostupny didakticky software GeoGebra existuje vice nez 20 let. Do svého pu-
vodniho interaktivniho prostredi stdle priddvd nové funkce a rozsiruje oblasti vyuZiti.
Pritom diky podpore aktudlnich technologii je cennym pomocnikem nejen pri prezencéni
vijuce a domdci prdci, ale i pFi distancni vijuce. Cldnek pripomind zdkladni postupy pri
praci s GeoGebrou, zminuje se o prostiedi GeoGebra Classroom, seznamugje s Pravdépo-
dobnostni kalkulackou a ukazuje postupy, jak vytvorit soubor nebo applet, ktery pomuze
uciteli s pripravou testu a Zdkum s procvicovdnim rutinnich dovednosti. Ukdze také ex-
port, pripravu a zaclenéni obrazku do BTEX dokumentu.

KLi¢ovA sLovA: GeoGebra, interaktivni prvky, online applet, Classroom, pravdépodob-
nost, ITEX a obrazky.

GEOGEBRA JAKO INTUITIVNI INTERAKTIVNI
VYUKOVE PROSTREDI I AUTORSKY NASTROJ
PRO TVORBU DIDAKTICKYCH MATERIALU

GeoGebra je dynamicky matematicky software vytvoreny pro didaktické ucely.
V principu svého navrhu spojuje do jednoho prostfedi geometrii a algebru (od-
tud GeoGebra) a navic zobrazeni grafti funkci, tabulkovy procesor, statistiku,
pravdépodobnost a analyzu a zobrazeni 3D objektu.

Prvni ocenéni (European Academic Software Award) dostala GeoGebra uz
v roce 2002. Od té doby se komunita jejich uzivatelt stale rozrusta. Prestoze
GeoGebra stale vychazi z ptuvodniho konceptu, dafi se vyvojovému tymu v cele
s autorem Markusem Hohenwarterem vyhovét pozadavkim vyuky i pro online
prostiedi a vyuzivat nové technologie.

Gymnazium Benesov, sarka@gbn.cz
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RUZNA PROSTREDI A VERZE GEOGEBRY

Univerzalni prostfedi GeoGebry existuje ve dvou variantach: GeoGebra Klasik 5
je prizptisobena praci na zarizeni, kde uzivatel pouziva dostatecné velky displej
¢i tabuli a pro interakci standardni klavesnici a mys. Je nejpodobnéjsi ptivodni
verzi. Varianta GeoGebra Klasik 6 odpovida vzhledem a rozvrzenim prostiredi
spise webovému prostfedi a praci s dotykovym zafizenim. Funkce obou variant
jsou ale témér stejné a existuji a vyvijeji se soucasné.

Kromé obou komplexnich balickii je mozné stahnout si z webu GeoGebry také
instala¢ni soubory pro dil¢i aplikace pro fadu operacnich systémi
(https: //www.geogebra.org/download).

Nainstalované aplikace se pii pripojeni zafizeni k internetu automaticky aktu-
alizuji. Existuje ale také plnohodnotna pfenosna verze (tu mizeme mit tfeba na
flash disku), ktera se neinstaluje, ale pfimo spousti, u niz se stardme o aktualizace
sami.

ONLINE PROSTREDI

Kromé aplikaci, které si uzivatel nainstaluje nebo ulozi do svého zafizeni, je mozné
pracovat v GeoGebra online aplikacich, odkazy najdeme na webu GeoGebry
https: //www.geogebra.org. Jednak zde najdeme ,klasickou“ variantu programu
https: //www.geogebra.org/classic, jednak dalsi diléi aplikace. Do vyse uvedeného
url https: //www.geogebra.org/ napiSeme nazev pozadované aplikace za lomitko.
K dispozici jsou: calculator, graphing, 3d, cas, scientific, geometry, notes.

INTERAKTIVNI POUZITI GEOGEBRY

Vyuzivame-li GeoGebru pro demonstraci pojmi, postupt a feSeni problému
pfimo v hodiné, ocenime intuitivni a rychle dostupné zakladni nastroje, prikazy
a nastaveni vlastnosti objekti a zejména interaktivni prvky.

Velmi rychle zobrazime napiiklad grafy funkci (viz obr. 1), ilustrujeme operace
s vektory, vyznam parametrického vyjadfeni piimky (v roviné i v prostoru) ¢&i
rovnice kuzelosecek v analytické geometrii, pfedvedeme vlastnosti rtiznych typt
trojuhelniki a ¢tyfuhelnikid, provedeme diskusi feseni konstrukéni tlohy, rychle
ovérime spravnost vysledku pri feseni rovnice nebo soustavy rovnic, zobrazime
komplexni ¢isla v Gaussové roviné. . .

P1i takovém pfimém pouziti GeoGebry ocenime piehlednost prostredi a volbu
zékladnich nastroju (jednotlivych konstrukei) pomoci ikon. P¥ipomernime si néko-
lik drobnosti, které interaktivni praci s GeoGebrou urychli a usnadni:

o Kazdé okno GeoGebry ma vlastni Panel nastroju s ikonami tzv. nastroja
pro rychlou konstrukei novych objektd a pro manipulaci s nimi. V Ndkresndch
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¥ Algebraické okno v Nakresna =
==l fiv W~ ~~|[[#) » Nakresna
®a=2 f
® f=ax ut a=2 B a=q1
—_—— — e
3 3
2 2
f(x) = 2x° f(x) = +x?
1 1
B 2 oo 1 } IMEEE IRMEE AmmEE IMEEY ] 4 3 2 1 ST o6
-1
-2

Obr. 1: Funkce s posuvnikem

to jsou zejména konstrukce geometrickych objekti, v okné CAS pro sym-
bolické vypocty pomoci ikon vybirdme operace pro upravu vyrazi, v okné
Tabulka nastroje pro analyzu dat a tvorbu seznamt a matic.

Pod Panelem ndstroji je Forméatovaci panel, ktery se skryje/zobrazi troj-
thelnickem vedle nazvu okna. Jsou na ném ikony pro rychly pristup k na-
staveni nejcastéji pouzivanych vlastnosti objektu, ktery jsme pravé vybrali
(v zavislosti na jeho typu). Neni-li vybrany zadny objekt, jsou zde nastaveni
vlastnosti okna, v némz pracujeme (volba pohledu, zobrazeni soufadnicovych
o0s, volba promitdni ve 3D okné, ...), a pfizptsobeni moznosti manipulace

v ném.
e Kromé Formdtovaciho panelu slouzi k nastaveni vlastnosti objektid a pro-
stfedi dialogové okno Vlastnosti (viz obr. 2). V ném najdeme veskera mozna
Ephdvclhy'[ll - &J}mlmﬂy € Predvolby - (3) ‘ﬁ:
"THeEE % M @EE { % TN eBEE (%
Bod Pro Eok, kladni| Osax| OsaY | Mrizka Vstupni pole
:‘; Zakladni | Barva Algebra | |Bemery  Zobrazit
Nazev: A ] xmin.:|-4.3 xmax.:-0.58 [ Seznam pfikazi
Definice: (0.18, 3.42) y min.: 2.22 y max.: 6.3 Panel nastrojl
: OsaX : OsaY
Popisek: s: sa yr ¥ Zobrazit in] in]
[ Pouzit text jako popisek ks [] Zobrazit napovédu k panelu nastroji
sy
¥ Zobrazit objekt L @ Zobrazitosy [ Tugné Zobrazit

[VIZobrazit zahlavi

Barva:@ Styl éar:—> ~

Styl popisku [ Patkoveé ©

vIZobrazit popis: Nazev
pop . “IPovolit zobrazeni formatovaciho panelu
1Tuéné [Kurz|

[] Zobrazit stopu Postranni panel

¥ Zobrazit postranni panel

lavigaéni panel pro krokovani konstrukce
[C1Upevnit objekt B Zobroit
[1Pomocny objekt

<[ il |

Tlacitko pro prehrani konstrukce

' i

Obr. 2: Co najdeme v okné Vlastnosti
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nastaveni, tedy i ta kterad se nevesla na Formdtovaci panel. Toto dialogové
okno ma nékolik stranek-zélozek (podle toho, jaky objekt jsme vybrali a jakd
okna jsou v GeoGebfe aktivni) a hleddme v ném zejména pokrocilejsi na-
staveni: podminky pro viditelnost, podminéné (dynamické) barvy, fixaci ob-
jektu, dale vlastnosti Ndkresen, nastaveni souradnicovych os, rozvrzeni oken
GeoGebry, ...

Dalsi prikazy, které nemaji svou ikonu v Panelu ndstroji, zaddvame ze
Vstupniho fadku. Vytvafené objekty neni tfeba pojmenovavat, GeoGe-
bra je pojmenuje sama, piikazem A = (2, —1) ale vytvofime bod, zatimco
ptikazem a = (2, —1) vektor.

Zadévame-li funkci, pak vstup piSeme bud ve tvaru f:z 4+ 1 nebo g(z) =
= sin(x), nikoliv y = z? + 1, takovy predpis je povazovan za polynom a vy-
sledny objekt neni funkce, ale kuzelosecka, tedy parabola. Pro kazdy z téchto
typa objektd ma GeoGebra jiné prikazy.

Pokud svétime pojmenovani funkce GeoGebte, staci zadavat jen predpis funk-
ce, tedy ,,pravou stranu“, vyraz v proménné x.

Vstupni fadek ma pamét, kterou rozbalime kldvesou Sipka (nahoru nebo
doll) a mizeme z ni vybrat a znovu zadat dfive vloZeny piikaz.

Pri zadavani parametrtu prikazu neni dobré do poli pro jednotlivé parametry
v prikazu klikat, lépe je prejit na (dalsi) parametr tabuldtorem nebo Sipkou
a rovnou psat.

Pro vkladani specialnich znak® muzeme vyuzit tabulku znaki (ikonka je
viditelnd po zahdjeni editace vpravo ve vstupnim poli), virtuding kldvesnici
(vyvolé se z Hlavniho menu — Zobrazit) nebo klavesové kombinace s klave-
sou Alt: Alt+a (a), Alt4o (stupenn), Alt+p (ale staci napsat pi), Alt+i
(imaginarni jednotka), Alt+e (Eulerovo ¢islo).

Chceme-li vratit do Vstupniho 7ddku definici néjakého objektu, klikneme
na objekt a stiskneme funkéni klavesu F3. Klavesa F4 vlozi do fadku aktuédlni
hodnotu objektu a klavesa F'5 jeho nazev.

Do rezimu vybéru objektt (pro manipulaci ¢ nastaveni vlastnosti) pre-
jdeme po provedeni libovolné konstrukce nastrojem Vgbér (ikona Sipka),
rychleji a praktictéji klavesou Esc.

Algebraické okno (zobrazi se z Hlavniho menu programu v podmenu Zobra-
zit ¢ Crtl+Shift+A) zobrazuje textovy seznam sestrojenych objektt, které
v ném muzeme vybirat stejné jako v Ndkresné a zejména skryvat/zobrazovat
diky ,kulicce” pred ndzvem objektu. Poklikdnim na objekt v Algebraickem
okneé aktivujeme pole, v némz muzeme objekt okamzité predefinovat.
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Algebraické okno je vhodné zobrazit pii interaktivni praci. Mame-li ma-
teridl dopfedu pripraveny, pak okno obvykle skryjeme. Pokud chceme pted
zvidavymi zraky zakt opravdu skryt definice (vSech nebo nékterych) objekt,
nastavime témto objekttim vlastnost Pomocny objekt a prvni ikonkou na
Formdtovacim panelu Algebraického okna prepneme zobrazeni pomocnych
objekt.

Posuvnik je ,zviditelnéné“ ¢islo. Muzeme ho v Ndakresné vytvorit pomoci
ndstroje (ikony) nebo misto toho do Vstupniho fddku zapsat napiiklad b=5,
a nasledné aktivovat zobrazovaci kulicku u proménné b, ¢imz zobrazime
¢islo b jako posuvnik.

Zaskrtavaci policko je podobné ,zviditelnéna® logickd proménnda. MuZeme
ji v Ndkresné vytvorit pomoci ndstroje (ikony) nebo do Vstupniho Fddku
zapsat napriklad zobraz = true a aktivovat kulicku u proménné zobraz —
zobrazit ji jako zaskrtavaci policko.

Sipky a my$ — objekty mtzeme piresouvat & jejich hodnoty ménit jednak
tazenim mysi, jednak kurzorovymi kladvesami (Sipkami), pfipadné pfi soucas-
ném stisku Ctrl, Shift, Alt. Pro pohyb mezi hodnotami posuvniku mutzeme
pouzit i klavesy PageUp, PageDown, Home, End.

Zafixovat soufadnicovou sit je volba dostupna z Formdtovaciho panelu
Nakresny (ikona magnetu). Zpisobi to, ze pii manipulaci mysi budou ob-
jekty (body) doskakovat jen do miizovych bodu zvolené soufadnicové sité.
To se hodi vzdy, kdyz preferujeme celociselné souradnice bodi, naptiklad
pro zadani tloh v analytické geometrii. P¥i interaktivni manipulaci s grafem
(pfi studiu vlastnosti funkei) mtzeme sestrojené grafy pretahovat mysi stejné
jako jiné geometrické objekty. Pti zafixované souradnicové siti je budeme mysi
pretahovat o preferovany krok. Zafixovani sité ovlivni pouze manipulaci mysi,
jinymi zptisoby (pohybem klavesami, pfepsanim soutadnic, . .. ) zménime po-
lohu objektu libovolné.

Pokud nam nejde presouvat objekty mysSi, jsou nejspis upevnene. Tehdy
vstoupime do okna Vlastnosti (Hlavni menu — Upravy — Vlastnost, nebo
Ctrl+E, nebo vybereme polozku Vliastnosti z kontextového menu po stisku
pravého tlacitka mysi) a na zélozce Zdkladni pfepneme (deaktivujeme) volbu
Upevnit objekt.

Popisek sestavime na karté Zdakladni v okné Vlastnosti. Pokud se ndm ne-
hodi popisovat objekt ani ndzvem ani preddefinovanym zptisobem zobrazeni
hodnoty, miizeme do popisku vlozit libovolny staticky text, ptipadné s vyuzi-
tim piikaztt WTEXu (pokud ho uzavieme mezi znaky $. .. $), napiiklad $A" 28
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zobrazi popisek A2. Chceme-li do popisku zahrnout jednotlivé soufadnice, po-
uzijeme zastupny odkaz ve tvaru %z, %y, %z, ptipadné %v (hodnota), %n
(nazev).

Priklad: Pokud ndm nevyhovuje prednastaveny popisek bodu A ve tvaru
A = (4,2), zapiseme do jeho pole Popisek vyraz $%n[%z; %yJ$ — visledkem
bude tvar popisku A[4;2].

e V popisku nemuzeme vyhodnocovat vyrazy ani se odkazovat na hodnoty
jinych objekti, nové ale muzeme jako popisek objektu vyuzit jiny, dfive pri-
praveny objekt typu tezt.

Uvedme jesté par uzite¢nych piikazti GeoGebry (piikazy zde uvadime pro zvoleny
jazyk CesStina, vzdy je ale moZné pouzivat anglickou variantu). Nazvy piikaza
neobsahuji diakritiku ani mezery.

e UplnyCtverec(z? + 4z —1) — (z+2)* -5

e ParcialniZlomky((2z — 5)/(z +3)) — 2 — 11/(xz + 3)

e PrvociselnyRozklad(120) — {2,2,2,3,5}

e SeznamDelitelu(120) — {1,2,3,4,5,6,8,10,12, 15, 20, 24, 30, 40, 60, 120}

e Rozklad(2% — 1) = (z — )(z + 1)(2? — 2z + 1)(2® + 2 + 1)

e Rozsirit((z — )(z + 1)(2* —z+ 1)(@®* + 2+ 1)) —» 2%~ 1

e IracionalniText(sqrt(2)) — text v Nakresné, ktery obsahuje symbol odmocniny
e Teziste(A, B,C), téz (A+ B+ C)/3

VyuziTi GEOGEBRY PRO TVORBU VYUKOVYCH
APPLETU

GeoGebra je také velmi vykonny nastroj, ktery ndm umozni pfipravit pro stu-
denty kvalitni didaktické materidly. Tehdy ocenime pokrocilé néastroje a volby,
moznost vyuzit dvé Ndkresny, vkladat do nich vedle konstrukci také kvalitni
matematické texty. Ocenime moznosti tisku ¢i exportu obrazktu. S pomoci in-
teraktivnich prvka a pripadné tlacitek, kterd spusti pripravené skripty, muzeme
vytvorit applety slouzici k procvicovani zvolenych rutinnich dovednosti.

Pro skriptovani mame dvé moznosti: mizeme pouzit GeoGebra Script,
ktery umozni sestavit posloupnost piikazi GeoGebry, ktera se bude provadét v re-
akci na kliknuti na zvoleny objekt ¢i po jeho aktualizaci. Nejde o plnohodnotny
programovaci jazyk. Potfebujeme-li ve skriptu vyuzit standardni vétveni, cykly
a podobné, mizeme vyuzit také javascript. Javascript pfistupuje k objektim
appletu pres API, https://wiki.geogebra.org/en/Reference: GeoGebra_Apps_API.
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ZPRISTUPNENI APPLETU PROSTREDNICTVIM WEBU
GEOGEBRY

Pokud jsme takovy applet pro studenty pripravili, potfebujeme ho studentim
dat k dispozici nebo néjak zverejnit. To mizeme udélat nékolika zptsoby:

MutZeme jim pfedat samostatny *.ggb soubor, s nimZ budou pracovat, maji-li
k dispozici GeoGebru.

Mtizeme vyexportovat vytvoreny applet jako html stranku, a tu studenttim
dat. Potom jim k praci s appletem bude stacit libovolny webovy prohlizec.

Nejcastéjsi a zfejmé nejpohodlnéjsi cesta ale bude ulozit vytvoreny applet
na web GeoGebry. To muzeme udélat rovnou pii ukladani vytvoreného appletu:
z varianty Klasik 5 zvolime moznost Sdilet (moznost UloZit uklada na lokalni
disk), varianta Klasik 6 nabizi pod volbou UloZit obé moznosti. Potfebujeme jen
mit na webu GeoGebry ucet, ktery je ale bezplatny (stejné jako je bezplatné
veskeré nekomercni vyuziti GeoGebry). To, komu bude applet dostupny, poté
nastavime.

Na webu https: //www.geogebra.org/materials ale mozné zjistime, Ze to, co
planujeme pro zaky pripravit, uz pripravil a zverejnil nékdo drive. Verejné do-
stupné materidly mizeme volné zpfistupnit svym zaktim. Materiala je na webu
velké mnozstvi, pro rizné stupné skoly i riizna témata.

GEOGEBRA WEB JAKO PROSTREDI PRO ONLINE
VYUKU, CLASSROOM

Pii distanéni vyuce muzeme vyuzit GeoGebra Classroom. Pro uéitele, ktery ma
GeoGebra ucet, je zalozeni tridy velice jednoduché a pfimocaré. Z libovolného
materidlu (na webu se pouziva nazev aktivita) zalozime t7idu na jedno kliknuti.
Aktivita je cosi jako pracovni list. Muze obsahovat nékolik ¢asti, a to i raznych
typt: ulohy, konstrukee, texty, otdzky, tabuli (whiteboard). MiZeme ji sestavit
sami (rovnou v online prostfedi nebo z dfive pfipraveného materidlu, pripadné
iz tzv. GeoGebra Knihy; Kniha ale obvykle miva vétsi rozsah, nez potfebujeme
pro aktivitu do tridy). Mizeme také pouzit volné dostupnou aktivitu jiného au-
tora.

Na strance s pripravenou aktivitou pak staci kliknout na ,tlacitko®, ikonu
v pravém hornim rohu okna stranky nadepsanou VYTVORIT TRIDU. Vytvoii
se url, odkaz, ktery zédkéim piedame (nasdilime). Zaci se mohou do t#idy piihlasit
také pfimo z webu GeoGebry, pokud z jeji hlavni stranky v panelu vlevo okna
vyberou volbu Classroom a zadaji osmimistny kéd ¢7idy (modry népis na obr. 3
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Obr. 3: GeoGebra Classroom

vlevo), ktery se nAm vygeneruje spolu s odkazem. Do #7dy se zaci hldsi anonymné,
pod vlastni zvolenou prezdivkou. Pod touto prezdivkou pak ucitel vidi jejich
feseni. Ucitel sleduje feSeni zakid v redlném case, ale nemiize do ného zasahovat.

Na adrese https: //www.geogebra.org/m/hncrgruu najdeme podrobny tutorial
k praci s tridou.

Ucitel vidi prehled feseni celé tridy, muze sledovat jednak praci jednotlivych
zak1, jednak FeSeni jednotlivych tloh, s nimiz zaci pracuji.

Vybere-li si ucitel jednoho zaka, vidi aktuéalni stav jeho prace, tedy presné to,
co pravé zak déla a co a jak m4 vyFeSeno (s omezenimi danymi rychlosti pfenosu).

Pokud si zvoli prehled uloh, vidi u kazdé tlohy prehled feseni vSech zaku.
V pripadé, ze jde o uzavienou otazku s vybérem odpovédi, je uciteliv prehled
doplnén jesté zivym sloupcovym grafem ukazujicim, kolik zaku volilo jednotlivé
varianty odpovédi. Jména zdkt je mozné skryt (chceme-li napiiklad sdilet zaktm
pokrok celé skupiny pii FeSeni). Na obrazku 3 vlevo vidime nahled celé tridy,
vpravo pak prehled feseni tlohy 2. Jde o redlnou tridu, jména zaktu jsou kvili
ochrané dat skryta.

Ptihlési-li se zak do Classroomu znovu, zejména pokud se hlasi z anonymniho
okna nebo z jiné aplikace, ktera si ,nepamatuje” ptredchozi ptrihlaseni, zalozi se
mu nové feSeni, zak nemd (pro Classroom nepotiebuje) zadny vlastni Gcet. Je
tedy idealni pouzivat Classroom pro praci ,,v hodiné®.

Existujici t7idu mize ucitel kdykoli pozastavit (v pozastavené tfidé nemohou
7aci pokracovat v FeSeni) a kdykoli opét pokracovat. Toto tlacitko je vidét
iv obr. 3.
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PRAVDEPODOBNOSTNI KALKULACKA

Pravdépodobnostni kalkulacka je velice efektivni nastroj uzite¢ny pro pochopeni
pravdépodobnosti jevii a vztahd mezi nimi a pro vytvofeni predstavy o hodno-
tach pravdépodobnosti jevi. Je dostupna jednak jako samostatné okno v baliku
GeoGebry Klasik z Hlavnitho menu — Zobrazit (Ctrl4+Shift+P — pozor na kla-
vesovou zkratku Ctrl+P, ta vyvold nastaveni tisku a exportu obrazku), jednak
jako samostatna aplikace v online verzi, jak jsme uvedli vyse. Je soucasti aplikace
https: //www.geogebra.org/classic, odkud ji 1ze z rozbalovaciho menu v horni ligté
vybrat, pfimo ji vyvoldme z url: https: //www.geogebra.org/classic#probability.

Na adrese https: //www.geogebra.org/m/zwbyagh8+#chapter/318091 najdeme
tutorial k pouziti kalkulacky.

Ukazme si jeden konkrétni priklad pouziti tohoto nastroje pro feseni tulohy ze
stfedoskolské sbirky.

Predpokladejme, ze jsme zaky seznamili s binomickym rozdélenim pravdépo-
dobnosti a pomoci odvozenych vzorci a kalkulacky jsme vyftesili nékolik tloh.
Zaci tedy védi, jak pravdépodobnost poéitat. K tomu, aby ziskali odhad a cit pro
urceni pravdépodobnosti (mimo jiné i cennou schopnost odhadnout, zda vysle-
dek ziskany na kalkulacce neni vinou chyby pfi zaddni nespravny), je vSak tfeba
vyTesit vétsi pocet tloh a prodiskutovat riizné situace a problémy. Vypocty po-
moci kalkulacky jsou vsak zdlouhavé a Casto se potykame s vlastnimi chybami
pri vkladani hodnot. A tady ndm pomuze pravé Pravdépodobnostni kalkulacka.
Podivejme se na tlohu ze sbirky maturitnich aloh:

Stroj vyrobi jednu soucastku za dvé minuty. Pravdépodobnost, ze sou-
¢astka je vadna, je 0,05. Jaka je pravdépodobnost, Ze za sménu (8 hodin)
vyrobi stroj prdvé 10 vadnych soucastek? [1]

Vyfesme tlohu a spo¢téme pravdépodobnost pomoci kalkulacky. Ziskana hod-
nota 0,106 2 (pii zvolené presnosti) by nds mohla piekvapit. Pocet vadnych vy-
robkd muze byt kterdkoliv hodnota mezi 0 a 240 (8 x 30). Pro¢ pravé pocet 10
mé tak vysokou pravdépodobnost?

Pokud modelujeme binomické rozdéleni pravdépodobnosti pro uvedenou
ulohu (viz obr. 4), je diivod okamzité vidét. Mizeme se zde také zminit o in-
tuitivnim vyznamu pojmu oc¢ekdvana hodnota (pro binomické rozdéleni n x p) ,
byt tento pojem neni do stfedoskolského uciva zarazen.

Pfesnost hodnot ovliviiujeme volbou zaokrouhleni v celém prostfedi Geo-
Gebry. Pfi nastaveni zaokrouhlovani zobrazovanych ¢isel v prostfedi GeoGebry
na 2 desetinnd mista se hodnoty pravdépodobnosti v polich Pravdépodobnostni
kalkulacky zaokrouhluji na 4 desetinnd mista.
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Obr. 4: Pravdépodobnostni kalkulacka

Zajimavé muze byt také srovnani binomického a hypergeometrického rozdéleni
pravdépodobnosti (losujeme predméty z osudi bez vraceni). V Pravdépodobnostni
kalkulacce mizeme v dany moment zobrazit jen jedno rozdéleni pravdépodob-
nosti, grafy riznych rozdéleni vsak mizeme vkladat i do Ndkresny (viz obr. 5)
pomoci piikazu Binomicke({Pocdet pokusi), (Pravdépodobnost ispéchu)) a pii-
kazu HyperGeometricke(( Velikost populace), (Pocet uspéchi), ( Velikost vzorku) ).

p=005
n =240

nasobek = 10

T
o

= Binomicke(n, p)

= HyperGeometricke(n nasobek, n p nasobek, n)

1
o

Obr. 5: Rozdéleni pravdépodobnosti — graf v Nakresné

U vétsiny témat se ve skole potykame s nedostatkem casu, obvykle nedoka-
zeme vytesit tolik tloh, kolik bychom chtéli. Pokud si ,ilohy, které jsme nestihli*
modelujeme a jejich feseni vysvétlime s pomoci takového interaktivniho nastroje,
jisté tim podpofime pochopeni zkoumanych zakonitosti.
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PRIPRAVA ZADANI TESTU

GeoGebru muzeme pouzit pro vlastni praci: ptipravu a tisk ¢i kontrolu pfipra-
venych zadani a ovéreni spravnych feseni, pokud pfipravujeme test nebo samo-
statnou praci pro zaky. Pracujeme-li v zakladnim okné GeoGebry, muzeme jako
proménné ve vyrazech a prikazech pro upravu algebraickych vyrazi pouzivat
pouze x, y, piipadné z. Jiné ndzvy jsou povazovany za parametry (posuvniky).
Budeme-li pracovat v okné CAS, muzeme pouzivat proménné libovolnych nazvi.

Nékteré algebraické prikazy GeoGebry jsme jiz uvedli d¥ive. Seznam piikazi
rozbalime ikonou osmithelniku s vykfi¢nikem, vedle vstupniho Ffadku. V néasle-
dujicim prikladu pouzijeme prikazy pro podil a zbytek pti déleni polynomu: Ce-
lociselnyPodil(délenec, délitel) a Mod(délenec, délitel).

Zadani muzeme pripravit do Tabulky (viz obr. 6). Do bunék Tabulky mtzeme
vkladat nejen ¢isla a vzorce, jako v obvyklych tabulkovych kalkulatorech, ale
jakékoliv objekty GeoGebry.

Pozndmka: Pojmenujeme-li néjaky objekt (tfeba bod) Al, objevi se ndm jeho
definice v prvni bunice Tabulky. Adresa bunky je nazev objektu a naopak, lze-li
nazev objektu povazovat za adresu bunky, objevi se tento objekt v prislusné
burnce.

Obrézek 6 ukazuje vyuziti Tabulky pro pripravu sady zadéani tloh cvicicich
déleni polynomii. Do prvni fadky tabulky jsme (jen) kvili srozumitelnosti ob-
razku vlozili texty zadani (pro fadek 2), tedy predpisy polynomu nebo piikazy
GeoGebry, v dalsich fadcich jsou konstrukce jednotlivych zadani a jejich vysledné
vyrazy.

€ tabulka.ggb . _ e e e E - ' e
Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Napovéda Prihlasit
[} (ojec |
AT KIEEEI=Y|HY
A | B | c | D | E |
I 1 x®-5x*+2x -1 x-3 A2(x) / B2(x) | CelociselnyPodil(A2, B2) Mod(A2, B2) f‘
—5x2+2x—1 =
2 XB—5x2+2x—1 i 3 | e X= b 2 ox_4 _13
x—3
. y 5 B x*+3x%+1 5 1
xX'+3x°+1 x“+2 212 x“+1 q
4 2
+3x°+1
7 4 2 2 & 2_ —2x—2
x*+3x°+1| x*+x+1 1 x‘—x+3
5 $ -1 4.3
5 x> —1 x—1 - A+ +x+1 0
LG |
7 .
« i ] »

Obr. 6: Déleni polynomi v prostiedi Tabulky
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Texty v prvnim fadku ziskdme piikazem Text(): text v butice C1 vytvoFime
z vyrazu (objektu) C2 piikazem Text(C2, false). Parametr false ¥ikd, Ze se do
definice (podilu) nemé dosazovat, ale ma se zobrazit samotna definice. V buiice
A1 na hodnoté tohoto parametru nezéalezi, nemusime ho uvadét.

Piikaz Mod() vraci nejen zbytek po celo¢iselném déleni, ale také zbytek pii
déleni polynomt.

Obsah Tabulky je mozné p¥imo tisknout (Soubor — Ndhled), ale nemiizeme ho
ukladat jako obrazek.

Pro postupné generovani sady tloh ¢asto vyuzijeme také parametry (posuv-
niky), které ndm usnadni nalezeni vhodného zad4ni.

PRIPRAVA APPLETU K PROCVICENI RUTINNICH
DOVEDNOSTI

Pripravujeme-li applet, v némz by si méli zaci cvic¢it néjakou rutinni, zakladni
dovednost, mizeme s vyhodou vyuzit generatoru nahodnych ¢isel. Ukazme si,
jak pripravit cviceni na rozklad kvadratického trojclenu v soucin dvou linearnich
Clent.

Nebudeme nédhodné volit koeficienty zadavaného kvadratického trojcélenu, ale
zadani vyrobime z pozadovaného vysledku. Obrazek 7 zobrazuje v Algebraickém
okné hodnoty objektt, ale pouzité piikazy (toto zobrazeni pfepneme tteti ikonou
ve formdtovacim panelu okna).

€7 cviceniggb o B %
Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Napovéda Prihlasit
o s
z el
N Algebralcke okno J| » Nékresna
= ‘ 1w ﬁ v
a = NahodneMezi(-10, 10)
b.= NahodneMezI(:10, 10) 22-3z—-4= z+6 x|z—3
pl=x+a L | L J
p2=x+b .
zadani = Rozsirit(p1(x) p2(x)) Kontrola:  Chyba Dalsi uloha o
® toxti: ™ + (LaTeX(zadani)) + "=" (¢ predvolby - cviceniagb 3 =)
vi(X)=x+6 S =
v2(x)=x-3 = -
® polet = TextovePole(v1) ® polet ||| zakadni | Text | Bava [ sty
® pole2 = TextovePole(v2) ® pole2 | Pozice | Propokrogile | Skriptovani
f = Rozsirit(v1(x) v2(x)) Tlaéitko - -
@ text2 = Kdyz(f Z zadani, "OK", "Chyba") ® tlacitkol Po kliknuti | Po aktualizaci| Globaini JavaScript]
® c=true Cislo L 1 ‘P\ktualizaceKonstrukce()
® tlagitko1 a L=
o ~| || GeoGebra Skript ~
< v

Obr. 7: Rozklad kvadratického trojclenu — cviceni
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Lineéarni ¢leny p1, p2 pro ptipravu zadani definujeme pomoci ndhodnych ¢isel
a, b. Sou¢in pl1, p2 s roznasobenymi zavorkami je zadani, které zobrazime do
Nakresny jako objekt (ikonou) Text.

Pripravime si linedrni ¢leny v1, v2, které budou obsahovat odpovéd uzivatele.

Vedle zadani vlozime do Ndkresny pomoci ikony v Panelu ndstroji dvé tzv.
textova pole: polel, pole2, tj. pole, do nichz mutze uzivatel zapisovat, vkladat
hodnoty. Pti vkladani téchto poli do Ndkresny budeme dotazani, s jakymi objekty
maji byt propojena — s pripravenymi vyrazy vi, v2.

Sestrojime objekty, pomoci nichz budeme davat zakovi na védomi, zda Tesi
spravné nebo ne:

Aby GeoGebra mohla porovnat odpovéd zéka se spravnym FeSenim, potie-
bujeme totozné vyrazy. Rozsifime proto souc¢in polynomu v1, v2 do proménné f
a tu porovname se zaddnim. Text text2=Kdyz(] f;zadam’, "OK”, ”Chyba”) mtze
74k zobrazovat /skryvat zaskrtavacim polickem c.

Nakonec vlozime do Ndakresny tlacitko, jemuz pridame jednoduchy skript,
ktery se provede vzdy po kliknuti na tlacitko. Piikaz AktualizaceKonstrukce zpt-
sobi vygenerovani novych hodnot nahodnych ¢isel a, b. GeoGebra Skript vidime
v okné Vlastnosti tlacitka na zalozce Skriptovdni.

GEOGEBRA, INTEX A OBRAZKY

Hlavni menu GeoGebry nabizi pro export obrazku dialogové okno z menu: Sou-
bor — Export. Muzeme zvolit vhodny format vystupu a parametry vysledného
obrazku (viz obr. 8).

© eporsDras Exportotjpko dorizek TR | oot ko bk
[Soubor| Upravy Zobrazit Nastaveni Néstroje Okno Népovéda Format: [Portable Network Graphics (png) - Formét: Portable Network Graphics (png) | -
[/ Nové okno Ctri+N o4 \ B S Portable Network Graphics (png)
Novy N MEfitkolportable Document Format (pdf) 1 om Mefitko v cm: - 1. jednotky = 1 em
[ oOteviit .. Ctr+O kresna [Encapsulated Postscript (eps)
[S Oteviit z webové stranky ... ACY Rozligen|Skalovat graficky vektor (svg) Rozliseni v dpi: 600 -  Prihlednost il
Posledni > [rozsiteny metaformat (emf)
®) Uizt CUS | Knuanice trojihelniku vepsana || VEIKOSt 10:18.6m x 728 cm, 2404 x 719 pirels® Velikost: 10.18 cm x 7.28 cm, 2404 x 1719 pixels®
Ulozit jako. .
a A [ Uiozit || Schranka || Stomo | Ulozit || Schranka || Stomo
+ Sdilet... R R
Export 1[7% Dynamicky pracovni list jako webova stranka (html) .. Ctri+Shift+W -
& Nabled Cutep @ Graficky nahled jako obrazek (png, eps) . Ctrl+Shift+U
Graficky nahled jako animace GIF ..
[ Zaviit Alt+F4 | [7] Kopirovat nakresnu do schranky Ctri+Shift+C
Graficky nahled jako PSTricks ... Ctrl+Shift+T
Graficky nahled jako PGF/TIKZ ...
Graficky nahled jako Asymptote ...
© 7 v Collada...
Vstup: Collada (html)...

Obr. 8: Generovani obrazku

Pokud nam ve vysledném obrazku nevyhovuje volné misto okolo zobrazované
konstrukce, mtizeme do Ndkresny vlozit body se specidlnimi nézvy FEzport_1,
Export_2, které vymezi thlopficku obdélniku zobrazovaného vyiezu.
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v Algebraické okno v Nékresna

==ty A ACY

® A=(-1.7,0.92)

® B=(-2.82,-2.74) - T " » Export

® C=(3.14, 1.7) Kruznice trojuhelniku vepsana port, A
® b = Usecka(C, A, t1) ® Export,

® a=Usecka(B, C, t1)

® c = Usecka(A, B, t1) N

@ t1 = Mnohouhelnik(A, B, C)
® i = KruzniceVepsana(A, B, C)
® | = Stred(i)

® text1 = “Kruznice trojihelnikt
@ Export, = (-3.91, 1.82)

® Export, = (4.17, -3)

Obr. 9: Omezeni zobrazované oblasti Nakresny

Na obrazku 9 jsme tyto body zamérné nechali viditelné, pri exportu skutec-
ného obrazku je po nastaveni polohy samoziejmé skryjeme. Vlevo je vystiizek
obrazovky ¢asti okna GeoGebry, vpravo vygenerovany obrazek ve formatu png.

7, GeoGebry muzeme piimo exportovat i obrazek ve formatu pdf, ktery vsak
obvykle nevyhovuje pozadavkiim na obrazky geometrickych konstrukci ve skrip-
tech ¢i uéebnicich. Z konstrukce vytvorené v GeoGebte ale muzeme takovy obra-
zek v TpXovské kvalité vygenerovat. Pouzijeme export konstrukce, kterou jsme
sestrojili v Nakresné, do kédu PSTricks. Tento export vygeneruje PSTricks kéd
dokumentu. Jeho obsah muZzeme bud vlozit pfimo do KIEX zdrojového kédu
pripravovaného c¢lanku, nebo si muzeme predem pripravit samotny obrazek ve
formatu pdf podle nasich potfeb. Do ,obrazku®, tedy textu — kédu PSTricks,
mizeme snadno zasdhnout (ménit typy ¢ar a znacek, polohu bodi, ...) a obra-
zek tim libovolné upravit.

Na obr. 10 vlevo vidime vzhled pfimo vyexportovaného obrazku pdf a vpravo
pdf obrazek vygenerovany exportem do PSTricks. Kéd jsme doplnili o preambuli,
ktera nastavi typ dokumentu a zavold potfebné/uzitecné balicky:

KruZnice trojuhelniku vepsana Kruznice trojihelniku vepsand

Obr. 10: Vlevo obrézek ulozeny (vyexportovany) GeoGebrou jako pdf, vpravo obrazek
vygenerovany pomoci IXTEXu a PSTricks
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soubor obrazek.tex:

YPREKLADAT LaTeX-> ps—> pdf
\documentclass[12pt] {standalone}
\usepackage{pstricks-add}
\usepackage{amssymb, amsthm}
\usepackage{xcolor}
\usepackage{graphicx}
\usepackage{fancyhdr}
\usepackage [czech] {babel}
\usepackage [cp1250]{inputenc}

\begin{document}

\psset{xunit=1.0cm,yunit=1.0cm,algebraic=true,dimen=middle,

dotstyle=o,dotsize=bpt,

linewidth=2.pt,arrowsize=3pt 2,arrowinset=0.25}
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ZAVER
Moznosti GeoGebry jsou opravdu Siroké a pokud hledame néavody, jak ji vyu-
zit, polozka Ndvody v Hlavnim menu nas odkaze na stranky s ceskymi tuto-
ridly: https://www.geogebra.org/m/zwbyagb8 . Spoustu dalsich (cizojazycénych)
navodi najdeme zde: https: //www.geogebra.org/search/Tutorials.

Ale i bez studia tutoriald, pfi intuitivnim vyuziti, ndim GeoGebra ve vyuce
vyborné poslouzi.

LITERATURA

[1] Petdakova, J. (2003). Matematika — priprava k maturité a k pfijimacim
zkouskdm na vysoké skoly. Praha: Prometheus.
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BARVY KOLEM NAS

Barbora Mikulecka, Vojtéch Hanak

ABSTRAKT

Svét bez barev by byl jako jidlo bez chuti. Barvy budeme sklddat a rozklddat a podivame
se, jak dumysiné je umt tvorit priroda a jak st s tim naopak poradil clovék v modernim
svété. Pojdme vice porozumét barvam kolem nds. ProtoZe svét je krdsnéjsi, kdyz vite,

jak funguje.

KLiCoVA SLOVA: barvy, spektra, oko, afterimage, RGB, CMYK, jednobarevné vidéni,
spektroskop, difrakce, rozptyl.

MIKROSKOPOVANI TELEFONU
Seminaf byl uveden mikroskopovanim telefonu. Jednoduchy a levny USB mikro-

skop snadno pripojite k pocita¢i a muZete rovnou snimat jakymkoli softwarem
pro USB kamery. Jisté ho ocenite pfi zkoumani svéta i v dalsich oblastech fyziky.

Obr. 1: USB mikroskop

Aby byly pixely dobfe vidét, musi mit telefon nastaven maximalni jas obra-
zovky. A¢ vyrobci deklaruji tisice a nékdy dokonce vice nez 16 miliona barev,

Uzasné divadlo fyziky UDIF, bara.mikulecka@udif.cz, vojta.hanak@udif.cz
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zjistite s détmi, ze ve skutecnosti maji pixely barvy pouze tii. Je to Cerveni,
modra a zelena, a dokonce jsou na vsSech typech telefonti vSechny ve stejném
konkrétnim odstinu.

Obr. 2: Barevné pixely ruznych telefoni vyfocené USB mikroskopem

Je jasné, ze tato svétla se néjak michaji a vytvari vjem dalsich barev. Barevna
skéla telefonu je pak jen dana krokem, kterym telefon umi jednotlivé subpixely
pohasinat nebo zjasnovat. Jak to ale v nasem oku funguje a jak to interpretuje
mozek? A pro¢ se misto takzvanych RGB barev nepouzivaji barvy jiné? To uz

vvvvvv

JAK VNIMA CLOVEK BARVY

Co viIDi 0d1

Lidské oko vnima svétlo pomoci dvou druhti bunék na své sitnici — tyc¢inek a ¢ipk.
Tycinky jsou bunky, které vnimaji jenom intenzitu svétla, na vSechny barvy jsou
citlivé stejné a vidi tedy jen Cernobile. Naopak ¢ipky existuji trojiho druhu podle
citlivosti na konkrétni barvy. Jeden druh je nejcitlivéjsi na ¢ervenou oblast barev,
druhy je citlivy v zelené c¢asti spektra a tfeti v modré casti spektra. Citlivost
jednotlivych ¢ipkt ukazuje nasledujici obrazek.

Relativni citlivost

0 460 500 600 650 700
Vinova délka [nm]

Obr. 3: Barevné citlivost lidského oka
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Pokud do nasich o¢i dopada cervené svétlo, podrazdi ¢ervené ¢ipky a ty poslou
mozku signal, ze vidi. To samé se stane s modrou a zelenou barvou.

Zluté svétlo lezi v duze mezi Gervenou a zelenou. Spada do citlivosti Gerve-
nych i zelenych ¢ipkt, ale nikoliv modrych. Dopadne-li do nasich o¢i zluté svétlo,
vybudi signél v ¢ervenych a zelenych ¢ipcich, ale modré ho neuvidi.

Podobné to dopadne s tyrkysovym svétlem. To je v duze mezi modrou a ze-
lenou a mohou ho tedy detekovat modré a zelené ¢ipky.

Bilé svétlo obsahuje vSechny barvy duhy. Musi byt proto schopné podrazdit
vS8echny tfi typy ¢ipkti v naSich ocich. Pokud tedy vidi ¢ervené, modré i zelené
¢ipky, vnimame ho jako bilé svétlo.

Co VIDI MOZEK

Nemtizeme to chapat tak, ze bychom vidéli jen ¢ervenou, zelenou a modrou barvu.
Mozek si signaly z jednotlivych ¢ipkt sklada a vysledek néjak interpretuje. Jediné,
co mozek vi, je, kolik svétla vidi modré, zelené a Cervené ¢ipky.

Vidi-li svétlo zaroven cervené, zelené i modré ¢ipky, pak ndm musi do oci
dopadat svétlo obsahujici vsechny barvy, tedy svétlo bilé barvy. Pokud ale mozek
vi, Ze pouze Cervené Cipky jsou ty jediné, které vidi svétlo, je jasné, ze se divame
na Cervené svétlo. Stejné je to se zelenou a modrou barvou.

-:"":-:>)%7? Q @)ﬁ@ :\Q’:—:>|%7@

Obr. 4: Obrazek svétel a sitnice a mozku

Pokud ale mozek vi, Ze svétlo vidi ¢ervené i zelené ¢ipky, interpretuje to jako
zlutou barvu. Jakym zpusobem ale byly ¢ervené a zelené Cipky nabuzeny, to
mozek nevi a mohlo se stat hned nékolik moznosti. Do nasich o¢i mtze dopadat
cervené a zelené svétlo, ale zadné zluté svétlo. Muze do nich dopadat jen tzky
prouzek zluté ¢asti duhy, ale zadné cervené ani zelené svétlo. Miize do néj dopadat
vsechno svétlo od cervené do zelené vcetné zluté. Kterd moznost nastala, mozek
nevi. Ve vsech pripadech ale diky interpretaci mozku vidime zlutou.

Podle této logiky mozek rozlisuje i odstiny. Pokud vidi zelené ¢ipky vice svétla
nez ty cervené, dopada nam nejspis do oc¢i svétlo, které je v duze posunuté od
zluté smérem k zelené. Pokud ale vidi ¢ervené ¢ipky vice svétla, bude ono svétlo
posunuté spis k cervené a tedy od zluté do oranzové.
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Obr. 5: Ruzna mnozstvi éerveného a zeleného svétla (nahore) a rizné spektralni zdroje
vytvarejici stejny vijem zluté

S modrou a zelenou je to podobné. Pokud vidi zelené a modré ¢ipky, mozek
nam nabidne barvu, kterd je v duze mezi modrou a zelenou, tedy tyrkysovou.
Slozitéjsi situace nastane, pokud vidi pouze Cervené a modré ¢ipky, ale zaroven
zelené ¢ipky svétlo nevidi. Pokud bychom pokrac¢ovali podle stejné logiky, mozek
by opét mél vidét barvu, kterd je v duze mezi ¢ervenou a modrou. Tou barvou
je zelena. Jenze zelené ¢ipky zadné svétlo nevidi, takze zelend barva nam do oci
urcité nesviti. Mozek to vyresi tak, ze si vymysli barvu, kterda v duze neni. Této
barvé se fika purpurova nebo magenta.

ODRAZ SVETLA OD BAREVNYCH PREDMETU

Jak se stane, Ze vidime ¢ervené rajée a zelenou okurku? Na okurku dopadé svétlo
vSech barev. Abychom pfed sebou vidéli zelenou, musi do naSich o¢i dopadat jen
zelené svétlo. Povrch okurky tedy ze vSeho dopadajiciho svétla odrazi jen zelenou.
Ostatni barvy, ¢ervenou a modrou, pohlcuje a neodrazi je.

Cervené rajée odrazi éervenou a pohlcuje zelenou a modrou. Zluta pampeliska
se nam zda zluta. Proto musi do nasich o¢i odrazet ty barvy, které nam v mozku
vytvari zlutou. Témi jsou ¢ervena spolu se zelenou.

Bilé piedméty musi odrazet svétlo jakékoliv barvy. Cim vice svétla pfedmét
odrazi, tim svétlejsi se ndm zda. Funguje to i naopak. Cerné pfedméty vsechno
svétlo pohlcuji a zadné neodrazi.

Tato jednoduché pravidla si muzeme vychutnat, kdyz ve tmavé mistnosti
za¢neme svitit barevnymi svétly na barevné predméty. Pokud pfedmét barvu na-
Seho svétla odrazi, bude se nam zdat svétly, jasny. Pokud ale tuto barvu pohlcuje
a neodrazi, uvidime ho tmavy az cerny.
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Obr. 6: Odraz ruznych svétel od zeleného a zlutého micku

Cerven paprika bude pod ¢ervenym svétlem zafivé jasna, ale pod modrym
a zelenym svétlem ztmavne. Zluty banan bude svétly pod zelenym a cervenym
svétlem. V modrém svétle bude ale tmavy. Samostatnou kapitolou je nechat déti
tridit lentilky podle barev pod barevnym osvétlenim.

Obr. 7: Pohled na svét pod zelenym, ¢ervenym a modrym svétlem
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Pokud nemate moznost zatemnéni, mutzete se zkusit na barevné predméty
podivat pies barevné filtry nebo folie. Pfes ¢ervenou folii projde jen cervené
svétlo a pies modrou jen modré. Cervené jablko odrazi jen cervené svétlo. P¥i
pohledu pres cervenou folii se tedy bude jevit svétlé, ale za modrou folii bude
tmavé.

V semindfi svitime jasnym barevnym svétlem na napis Y/A na bilém papite.
Bily papir musi odrazet kazdé svétlo, kterym na néj posvitime. Cervené pismeno
ale odrazi jen c¢ervenou a modré jen modrou. Pokud papir nasvitime ¢ervenym
svétlem, papir ho odrazi a bude se ndm zdat cerveny. Cervené pismeno na Cer-
veném papire zmizi. Modré pismeno ale ¢ervenou pohlcuje. Bude se ndm zdat
¢erné a na Cerveném papiie bude dobre vidét. Kdyz vyménime cervené svétlo za
modré, pismena se vystiidaji.

Barevnymi svétly mutzete také svitit na barevné tisknuta zviratka na bilém
papife. Je potieba vyladit barvu tisku, aby odpovidala barvé vaseho svétla (kazda
barevn4 tiskarna to bude mit trochu jinak), ale pokud se vam podaii svétlo a tisk
sladit, ziskate hezky efekt. Déti mohou zkoumat, pod kterou barvou svétla jim
mizi rizné barevna zvirata. Zdrojim barevného svétla vénujeme samostatnou
Cast.

) o

JAK VNIMAJI BARVY ZVIRATA

Obr. 8: Barevna zviratka

Oko kazdého druhu zivocichu se vyvinulo jinym zpisobem. Naptiklad pes nebo
koc¢ka maji pouze dva druhy ¢ipki, v zelené a modré oblasti. Svét je pro né tedy
spise modrozeleny a pokud se divaji na ¢erveny micek, vidi ho jako ¢erny. Davejte
si proto pozor, jakou barvu micku hazite svému milackovi do zelené travy.

Jsou druhy, kterym se barevné vnimani vytvorilo jesté Sirsi, nez ma ¢lovek.
Neéktery hmyz nebo ptéci, kupiikladu véela a kolibiik, vidi az do blizké ultrafialové
oblasti, které ¢lovék ptifadit barvy neumi. Obrazek 10 ukazuje, jak bychom si
jejich svét mohli predstavit.
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Obr. 10: Kvétina, jak ji vnima ¢lovek (vlevo) a kolibiik (vpravo)

Druh, ktery vidi svét nejbarevnéji, nenajdete v fisi savct. Jedné se o langustu
(strasek kudlankovy) zijici na kordlovych ttesech. Jeji o¢i maji az 16 svétlocitli-
vych druhtt bunék.

MicHANI SVETEL RGB

Michéni barev mame ze zkuSenosti spojené s michanim barviv a pigmenta. Nase
zkusenost veli, ze pokud smichame dvé barvy dohromady, vysledkem je tmavsi
barva. Proto také malifi pouzivaji k michani svétlé barvy a hlavné spoustu béloby.

Michani svétel je ale pravym opakem této zkusSenosti. Pokud pres sebe prelo-
zime dva svételné kuzely, vysledkem musi byt vice svétla a tedy svétlejsi barva.
Opét to budeme popisovat tak, jak to vidi nase oCi a interpretuje nas mozek.
K michani svétel budeme pouzivat barvy, které vétsina z nas zna jako zakladni —
Cervenou, modru a zelenou. V angli¢tiné Red, Green a Blue, tedy RGB.

Pokud do jednoho mista sviti modré a c¢ervené svétlo a odrazi se do nasich
o¢i, musi nam v o¢ich podrazdit modré a ¢ervené ¢ipky a my uvidime purpurovou
barvu neboli magentu.
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Pokud takto prelozime pfes sebe Cervené a zelené svétlo, v oku dojde k po-
drazdéni cervenych a zelenych ¢ipki a my uvidime zlutou. Modré a zelené svétlo
vytvori na zdi modrozelenou barvu.

Obr. 11: Michani svétel RGB — ¢ervena, zelena a modra

Tam, kde se prekryvaji vSechna t¥i svétla, vznikne oblast, ze které do nasich
o¢1 dopadé cCervené, zelené i modré svétlo. Nase oc¢i tuto plochu uvidi jako bi-
lou. Opét pripominame, ze takto funguje michani svétel, nikoliv michani barviv.
Pokud bychom smichali ¢ervenou, zelenou a modrou temperu, ziskdme hodné
tmavou az Cernou barvu.

Timto zptsobem michaji barvy témeér vSechny barevné displeje, at uz v te-
levizi, na monitoru u pocitace nebo ve vasem mobilnim telefonu. Kazdy pixel
sestava ze til sviticich plosek — cervené, zelené a modré. Jas téchto plosek se
méni podle toho, jakou vyslednou barvou ma pixel svitit.

To, ze se v barevnych displejich pouziva pravé cervena, zelend a modra, ma
samosebou pri¢inu pravé v tom, jak vidi nase oko. Pokud si nase o¢i skladaji
barvy z téchto tii zédkladnich barev, nedava zadny smysl pouzivat v displejich
jakékoliv jiné barvy. Volba cervené, zelené a modré je dana tim, Ze se na displej
divaji lidé. Jini zivocichové ale nemusi mit stejny barvocit. Napfiklad pes nebo
kocka vidi pouze ve dvou barevnych kandlech (modré a zlutd), ¢ervené pixely by
jim tak byly k nicemu.

ZDROJE BAREVNEHO SVETLA

V této casti predstavime nékolik moznosti, jak ziskat pro vyuku zdroje barevného
svétla.

Barevné filtry predstavuji nejprostsi cestu, jak z bilého svétla odiiznout jen
ty barvy, které chceme. My pouzivame osvétlovacské filtry firmy LEE Filters.
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Jsou dostupné v mnoha barvach a velikostech. Diilezité je ale hlavné to, ze jejich
katalog obsahuje také spektrum filtru. Miazeme si tedy presné vybrat, které barvy
ma filtr propoustét a které ne. V Cesku je dodava napriklad firma Prodance, jejiz
eshop zobrazuje u filtra také jejich spektra. Pro nase tucely jsou vhodna tato
katalogova cisla a jména filtru:

Cervena: &. 029, nazev ,,Plasa red“

Zelen4: ¢. 139, nazev ,Primary green (svétlejsi)“

Modré: ¢. 716, nazev ,,Mikkel blue®

Zluté: ¢ 101, nézev ,Yellow"

Tyrkysova: ¢. 116, nazev ,Medium blue-green*

Magenta: ¢. 797, ndzev ,Deep purple®

Tyto filtry mizeme nalepit napriklad na kapesni svitilnu, ptes ledku telefonu
nebo na lampicku. Ziskame tak zdroj svétla konkrétni barvy. Nevyhodou ovsem
je fakt, ze pro rtizné barvy musime ménit filtry nebo pouzivat vice zdroju svétla.

RGB LED neboli barevné ledky jsou druhou moznosti. Za nevelké penize
muzete poridit RBG barevny ledkovy pas i s dalkovym ovladéanim, pomoci kte-
rého miizete nastavovat barvu, kterou ledky sviti. Existuji i kompaktni provedeni
RGB ledek, ktera lze zasroubovat do stolni lampicky a barvu také ovladat dal-
kovym ovladacem.

Osvétlovaci technika je profesionalni varianta v fadu vysSich stokorun.
Jedna se o efektova barevna svétla pro osvétlovani divadel a koncertti. Tato cesta
je komplikovanéjsi na fizeni barev, které je mozné pomoci prepinaci pfimo na
svétle nebo dalkovym fizenim z osvétlovaciho pultu. Pokud chcete se svétlem
smichat barevna svétla a posvitit si barevnym svétlem na ovoce, doporucujeme
kterékoliv jednodussi feseni.

BAREVNE TISKARNY A CMYK

Barevna tiskdrna nepouziva k tisku cervenou, zelenou a modrou. Tisk na nas
totiz nesviti, ale naopak odebira svétlo, které se odrazi od bilého papiru. Kdyz
jsme michali svétla, vznikala nam vzdy svétlejsi barva. Tiskarna ale vrstvi pig-
menty (barviva), takZze ndm musi vznikat tmavsi barva. Proto v tiskdrné musime
pouzivat svétlejsi barvy. Tedy filtry, které propousti vice barev.

Tiskérny pouzivaji Zlutou, tyrkysovou a magentu (v angli¢tiné Cian, Magenta
a Yellow, tedy CMY). To jsou praveé ty, které ziskdme michdnim ¢erveného, mod-
rého a zeleného svétla. Pokud se v tomto textu uz orientujete, mélo by byt jasné,
jak se z nich ziskaji ostatni barvy. Ukazeme si to opét na barevnych osvétlovac-
skych filtrech.
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Pres zluty filtr projde cervené a zelené svétlo, modré svétlo se pohlti. Pres

magentovy filtr projde modré a ¢ervené svétlo, ale zelené se pohlti. Ptes tyrkysovy
filtr projde jen zelené a modré svétlo.

=

Obr. 12: Pruchod svétla pies barevné CMY filtry

Polozme nyni dva filtry pfes sebe. Vyberme naptiklad filtr zZluty a magentovy.
Pies zluty filtr projde Cervena a zelend. Pies magentovy filtr projde cervena
a modra. Pfes oba filtry tedy mizZe projit jen cCervené svétlo. Kdyz tyto filtry

polozime ptes sebe, uvidime Cervenou. Ostatni barvy si urcité zvladnete takto
rozebrat sami.

= 33

Obr. 13: Pruchod svétla pres dva barevné CMY filtry

Obr. 14: Pohled pres osvétlovacské CMY filtry: tyrkysovy, zluty a magentovy
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AFTERIMAGE

Anglické slovo afterimage (¢esky bychom pielozili jako nésledny obraz) je efekt,
ktery pozorujeme, pokud se podivame do pfilis jasného zdroje svétla. Naptiklad
do zarovky nebo do slunce. Jde o ony barevné mzitky pfed ocima, které nam
chvili zustavaji v zorném poli. Jejich pavod je dany tim, jak oko detekuje svétlo
na molekularni Grovni.

Jak vlastné ¢ipky v na$i sitnici reaguji na svétlo? V ¢ipku jsou molekuly
rodopsinu (opét jsou tii druhy rodopsini). Pokud tato molekula pohlti svétlo,
preklopi se jeji tvar mezi stavy, které chemici popisuji jako cis a trans. Jednoduse
si to mizeme predstavit jako plisek, ve kterém to lupne a preskoci. V trans stavu
molekula setrva po kratkou dobu a béhem této doby nemuze pohltit dalsi svétlo.
Po uplynuti této relaxacni doby se preklopi nazpét do stavu cis a muize opét
vidét. Tyto vlastnosti nyni zacneme vyuzivat a zneuzivat.

Predstavme si, Ze se upfenym zrakem divame na modrfe svitici displej. V na-
Sich o¢ich se spotiebovava modry rodopsin. Kdyz se pak podivame na bilou zed,
méli bychom vnimat, ¢ervené, zelené a modré odrazené svétlo stejné jasné. Modré
svétlo ted ale nemame jak a ¢im vnimat. Proto pred sebou na zdi uvidime afte-
rimage — obdélnik ¢erveného a zeleného svétla, tedy zluty obdélnik.

Pokud tento efekt chcete dotahnout k dokonalosti, je dobré se naucit zakladni
manipulaci s obrazky v pocitac¢i. Nejprve potfebujete hodné barevny ptrehledny
obrazek. Vyborné jsou vlajky, my pouzivame obrazek babocky paviho oka nebo
leticitho papouska. Z tohoto obrazku vytvorime dvé verze. Prvni bude ta, na
kterou se budeme upiené divat. Ta mé spotiebovat rodopsin téch barev, které
pak v afterimage nechceme vidét. Potfebujeme tedy z naseho puvodniho obrazku
vytvorit negativ (nékteré editory to nazyvaji inverze barev). V tomto negativu
také potifebujeme mit néco, na co se nase o¢i zafixuji, aby netékaly (ndhodné po-
hyby o¢i by afterimage rozmazaly). Stac¢i maly puntik kontrastni barvy uprostied
obrazku.

Uz takto by afterimage fungoval pii pohledu na bilou zed. Efekt ale jesté
vylep§ime zvysenim kontrastu. Druhy obrazek, ktery k tomu pouzijeme, bude
¢ernobild verze ptivodniho obrazku (nékteré editory tomu fikaji desaturace). Cer-
nobily obrazek nam dodé kontrast a kontury a afterimage v nasi sitnici vytvoii
dojem barev, které ale v obrazku, na ktery se divame, viibec nejsou.

P1i provedeni se studenty doporucujeme nechat je hledét na negativ alespon
deset sekund (¢im déle, tim 1épe). Efekt je také lepsi kdyZ se divaji z tmavé mist-
nosti na jasny obraz. Hezky funguje i opakované provedeni pokusu, kdy pozadame
cast zaki, aby prfi promitani negativu zavieli o¢i a otevreli je az na ¢ernobilou
verzi. Tito zaci ovéri, ze nepodvadime a opravdu promitame c¢ernobily obrazek
a nikoliv animaci. Hezké je, Ze v tu chvili mate ¢ast studenti, kterd je nadSena
pravé proto, ze pro né efekt nefunguje.
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Obr. 17: Negativ obrazku motyla s invertovanymi barvami
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BARVY VZNIKLE OHYBEM SVETLA

Svétlo se na jemné strukture chova zvlastné a jeho chovani popisuje vlnova op-
tika. Na drobnych strukturdch se svétlo muze ohybat (difrakce) a skladat (in-
terference). Tak nam pfiroda vytvaii duhu, a dokonce toho vyuzivaji i zvifata.
Naprtiklad kachni pefi nebo kiidla motyli, ba dokonce i ménivé barvy chameleona
jsou toho krasnym prikladem.

Obr. 18: Difrakce v fisi zvirat

O vzniku difrakce a interference zde mluvit obsdhle nebudeme, ale zamérime
se na bézné pozorovatelné jevy. Nejsndze dostupné budou pro vétsinu ctenait
vlasy nebo chlupy na rukou na které svitte laserem. Jsou dost tenké na to, abyste
na nich difrakci laseru nebo vzdéaleného bodového zdroje svétla vidéli. Ocekavejte
tenké dlouhé pruhy svétla. Na mensi, tenc¢i prekazce je difrakce vyraznéjsi a cary
budou vzdalené od sebe dal. Mtzete tak zjistit, zda je silnéjsi vlas nebo chlup.
Hezkou difrakci nabidne také velké mmnozstvi rtznych tkanin. Napiiklad gaza,
organza, hedvabi, silonky a podobné. Na to opét mizete svitit laserem nebo se
skrz né mizete divat na vzdalené bodové zdroje, tfeba pouli¢ni lampy.

Obr. 19: Difrakce laserového paprsku na vlasech
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Podrobnéji se zastavime u CD, DVD a BlueRay. Nechejte laserovy paprsek
odrazit od datového povrchu disku a na zdi pozorujte odrazena interferencéni ma-
xima. Muzete si v§imnout, Ze maxima jsou u CD blize a u DVD dale. Na DVD se
vejde nasobné vice dat, struktura datového zapisu je tak mnohem jemnéjsi a jem-
néjsi struktura poskytuje vyraznéjsi difrakei. Efektni je ukazat difrakei laserového
svétla na CD a DVD v mirné zakaleném akvéariu.

Obr. 20: Difrakce RGB laseru na DVD (vlevo) a CD (vpravo)

Malou stérbinu si muzete vyrobit i pomoci t¥i svych prsti. Tady uz nepracu-
jeme s laserem, ale mtizeme se divat na libovolné bodové zdroje svétla, naptiklad
vzdalené pouli¢ni lampy, LED a podobné. Date-li palec, ukazovacek a prostred-
nik k sobé, vznikne vAm mezi nimi maly trojihelnikovy otvor. Sevienim prsti
miizete otvor zmensovat a pozorovat difrakci na ném. Difrakce si ostatné mtizete
v§imnout uz jen, kdyz priviete oci.

Profesionédlnéji se muzete na difrakci podivat skrze difrakéni folii. Mizete ji
poridit ve specializovanych obchodech, spise vSak ve vétsim mnozstvi. My ji ku-
pujeme v Edmund Optics ve varianté linearnich vrypu v poctu 500 vrypu na
milimetr nebo 1000 vrypt na mm. Mtzete ji tedy ziskat v pfedprodeji v malém
mnozstvi u néas. Piipadné se s ni muzete potkat na hvézdarnéach, kde je sou-
¢asti difrakénich bryli. Tam byva vétsinou ¢tvercova mtizka, kterd neni tak moc
vhodna na vyrobu spektroskopu, ale déla vétsi efekty.

BARVY VZNIKLE ROZPTYLEM

Existuje jesté jeden zptsob, jak si priroda tvofi barvy. Rozptyl. Pravé ten je totiz
zodpovédny za to, ze se nasi planeté fikd ,modra“ planeta. Rozptyl barvi mraky
na bilo, oblohu na modro a nékterym zviratim barvi na modro i srst.
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Obr. 21: Rozptylova modra v fisi zvirat

Rozptyl vznika, kdyz svétlo dopadne na malé castice. Pokud jsou c¢astice
vhodné velikosti, vznikne tzv. Rayleightv rozptyl. Intenzita svétla je silné za-
visla na vlnové délce svétla, a to se ¢tvrtou mocninou ve jmenovateli. Mnohem
vice se pii ném proto rozptyluji kratké vinové délky.

Ve vzduchu vznika Rayleightiv rozptyl na ndhodnych shlucich molekul, které
maji pro néj tu spravnou velikost. Na kapickach vody v mracich se jiz mluvi
o Mieové rozptylu, protoze na Rayleightiv rozptyl jsou prilis velké. VSechny vinové
délky se pri ném rozptyluji stejné a my vidime oblaka bila.

Obr. 22: Namodrala barva svétla v mlééné vodé

Détem muzete Rayleightv rozptyl ukdzat jednoduse v akvariu. Do vody pfi-
dejte par malych kapicek mléka, radéji ale méné, nez vice. Do akvaria posvitte
skrz celou délku lampickou a pozorujte, ze voda se zbarvila u lampicky vice do
modra a dal od lampicky odmodrava a je tedy vice ¢ervena. To je pravé pripad
cervanku, kde je slunce nizko u obzoru a prochazi tlustou vrstvou atmosféry.

Do akvaria muzete pridat vice mléka a sledovat pripadné zmény. Hezké je
také ukazat rozptyl pomoci ¢erveného, zeleného a modrého laseru. Modry laser
se rychle rozptyli a nedojde v akvariu nijak daleko. Cerveny laser naproti tomu
projde bez vyrazného rozptylu az na konec.
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Obr. 23: Rozptyl laseru v akvariu.

Vice o rozptylu se mizete dozvédét véetné popsanych experimentu ve videu
z cyklu Badatelna: https: //youtu.be/theWxcqn3jg.

JEDNOBAREVNE VIDENT

Velmi specidlnim zdrojem svétla je méné vyuzivané poulicni svétlo nizkotlaké
sodikové vibojky. V Cechach je vidét ziidka na nékterych tsecich dalnic. Jeji
bezkonkurenéni vyhodou je nejvétsi i¢innost ze vsech svételnych zdroji. Mnohem
zajimavéjsi je ale jeji spektrum tvorené pouze dvéma velmi blizkymi ¢arami, tzv.
sodikovy dublet. Jedna se proto o jednobarevné svétlo a pokud se podivime na
svét v této sodikové barvé, iiplné ztratime vjem barev kolem nas.

Obr. 24: Svétlo sodikové vybojky

SPEKTRA
Pomoci CD nebo difrakéni folie si mtzeme s zadky postavit vlastni jednoduchy

spektroskop a pozorovat spektra rtiznych zdroju svétla. Pro predstavu také prikla-
dame fotografie spekter rtiznych svételnych zdroji a nékolika vyboji v plynech.
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Spektrum zarovky je nejvice podobné spektru slunecnimu a bude vypadat
jako plnd duha. Tak vypadaji vsechny zdroje svétla, které sviti, protoze jsou
horké. Zarivkam i bilym LED nékteré ¢asti duhy chybi v zavislosti na tom, jaky
maji na sobé luminofor. LED konkrétnich barev v sobé obsahuji jen uzsi pasy
téchto barev a kdybyste se divali na odraz laseru, uvidite jen jednu vlnovou délku,
jednu jedinou c¢aru.

Spektra nam také hodné vypovidaji o tom, jaké atomy sviti. Kazdy atom vy-
zaruje konkrétni energie a ve svétle to vidime jako spektralni ¢ary. Je to jedinecny
znak atomu a muzeme je podle toho snadno poznat i ve vzdalenych hvézdach.

Obr. 25: Spektra vyboji v plynech

kompaktni
zarivka

zafivka

metal-halid
vibojka

rtutova
vybojka

nizkotlaka sodikova

vysokotlaka sodikova

Obr. 26: Spektra svételnych zdroji pouli¢niho osvétleni

S mladsimi détmi si miZete vyrobit velmi jednoduse difrakéni bryle. Skrz né
mohou zaci pozorovat riizné zdroje svétla zabavné, ale zaroven mohou pozorovat,
jak spektra zdroju vypadaji, a mohou pres né udélat velmi pékné fotografie.
Doporucujeme na to dobu Vanoc, kdy o rzné svétylka neni nouze. Muzete se
inspirovat nasi verzi bryli, ktera je tvofena jednoduchymi obrouckami a uchycené
jsou pouze pruznym provazkem.
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Sofistikovanéjsi a védectéjsi je s détmi vyrobit spektroskop. Nejjednodussi
a asi i nejdostupnéjsi je verze z CD a papirové krabicky se $térbinou. Navod na
papirovou krabicku kolujici doslova vSemi internety, také prikladame. Krabicku
je dobré vytisknout na ¢erny papir nebo pocernit. Veskeré parazitni svétlo mimo
stérbinu vysledek kazi.

Verze spektroskopu, kterda zaujala nas, je od pana Vaclava Pazdery, ktery
jej sdilel na dilnach konference Heuréky. Sablona se vystfihne z tvrdého papiru,
jesté idealnéjsi je vyroba z kartonu. Déale se slozi do jakési oteviené krabice,
ve které se z jedné strany pred slepenim krabice udéla tenka Stérbina. Z druhé
strany se do vystrizeného okénka vlepi difrakéni folie 500 vrypd na mm. Vyhodou
této konstrukce je, Ze ji mizete zkalibrovat podle znamé vinové délky laserového
ukazovatka, které mutzete folii prosvitit a na druhé strané si vyznacit stupnici.
Ze spektrografu pak méate razem spektrometr. A to uz stoji za trochu namahy se
shanénim difrakéni folie.

B

Obr. 27: Fotografie spektrometru Vaclava Pazdery. Zdroj sbornik Heureky 2016

PODEKOVANT

Tento material vznikl jako souc¢ést akreditovanych seminait Divadla fyziky UDiF.
Vice o UDiFu se miizete dozvédét zde: http://www.udif.cz.
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__________________________________________________

__________________________________________________

Obr. 28: Sablona difrakénich bryli
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Obr. 29: Sablona pro vyrobu spektroskopu z difrakéni folie
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Obr. 30: Sablona pro vyrobu spektroskopu z kousku CD nebo DVD
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O VYUZITI IRACIONALITY
PRI HLEDANI SEDMEHO NEBE

Lubos Pick

ABSTRAKT

Venujeme se problému V.I. Arnol’da, zda méjakd mocnina dvojky zacina cislici sedm.
Uvedeme dvé riznd teseni problému a zminime se o nékterych souvisejicich otdzkdch
a moznostech zobecnend.

KLiGOVA sLovA: Arnol’ditv problém, sedmé nebe, dekadicky zapis ¢isla, mocnina dvojky,

logaritmus, iracionalni ¢islo, cela ¢ast redlného cisla.

FORMULACE PROBLEMU

V tomto ¢lanku budeme symboly N, Z, Q a R oznacovat po fadé mnozinu priroze-
nych, celych, racionalnich a redlnych ¢isel. Funkce log bude oznacovat dekadicky
logaritmus, tedy funkci log;,.

Vyjdeme z jednoho zajimavého problému, ktery ve své knize [1] uvadi velky
rusky matematik Vladimir Igorevi¢ Arnol’d. Problém se v ruznych modifikacich
vyskytuje portiznu v matematické literatufe. Mné jsou znamy naptiklad jesté
zdroje [2] a [3], vyéet vSak jisté zdaleka neni Uplny. Pravdépodobné prvni po-
drobné feseni uvadi Pawel Strzelecki v ¢lanku [3]. Téma pozdéji moc pékné zpra-
coval Jirka Bouchala v pfednéasce na seminafi OSMA [4].

Problém. Posudme posloupnost mocnin dvojky
{20,222 23 ... 2" L},
tedy presnéji

{1,2,4,8,16,32, 64,128,256,512,1024,2048, .. .} ,

KMA MFF UK, pick@karlin.mff.cuni.cz
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a v§imejme si jen prunich cislic. Dostaneme pozoruhodnou posloupnost

1,2,4,8,1,3,6,1,2,5,
1,2,4,8,1,3,6,1,2,5,
1,2,4,8,1,3,6,1,2,5,
1,2,4,8,1,3,6,1,2,5,...

Oznaéme tuto posloupnost symbolem {c,};> . Otdzka zni: objevi se v této po-
sloupnosti sedmicka?

Na prvni pohled se zda (a nase grafické usporadéani tomuto pohledu na véc
vydatné napomahd), ze posloupnost je periodicka se zékladni periodou 10. Kdyby
tomu tak opravdu bylo, odpovéd na otdzku by byla trividlné zapornéa a problém
by byl vyfesen. My zatim ale nevime s jistotou, zda tomu tak opravdu je. Mnohy
priklad zname, kdy nékolik prvnich ¢lent urcité posloupnosti vede ke klamnému
zévéru. Jen v ¢lanku [5] najdeme takovych ptikladd pétatiicet.

Ve skutec¢nosti bychom mohli zformulovat hned nékolik otazek. Napiiklad:

(a) Je posloupnost opravdu periodicka s periodou 107
(b) Obsahuje sedmicku?
(c¢) Pokud ano, kolikrat?

Abychom celé véci doptali smysluplny matematicky ramec, zavedeme novy
pojem.

Definice. Mnozinu
N7 = {m € NU {0}: prvni cifra ¢isla 2™ je rovna 7}

nazveme sedmym nebem.

HRUBA siLA

Jeden z moznych postupti, jak se rychle a bez skrupuli dobrat odpovédi na
nase otazky, uvadi na diskusnim féru Mathematics Stack Exchange ve svém pti-
spévku [6] osoba skryvajici se pod identifikdtorem P. Vanchinathan. Na strédnce
déle nalezneme rozsahlou diskusi k problému, k jeho puvodu, aplikacim i feseni.
Reseni uvedeme ve tiech krocich.

Proni krok: Nasobme ¢i mocnéme dostatecné dlouho a doufejme, ze se vy-
touzena sedmicka v dohledné dobé objevi. Kupodivu nam tato na prvni pohled
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ponékud posetila taktika vyjde a ani to nebude trvat tak dlouho. Nase vytrvalost
totiz bude odménéna jiz ve ¢tyficatém Sestém kroku, a to ¢islem

a=2% = 70368744 177 664.

Odtud hned plyne, Ze mnozina N7 je neprazdna. To znamené, ze odpovéd na
otazku (b) je kladnd a odpovéd na otézku (a) musi byt zaporna. Navic je ted
dobfe vidét, proc¢ jsme si ve vysSe uvedené tabulce nemohli dovolit uvést paty
fadek. Zbyva ale jesté otazka (c).

Druhy krok: Nalezneme dvé dalsi velmi uzitecné mocniny dvojky, a to

b=29=1024 a c=2°=9007199254740992.

K ¢emu nam budou tato ¢isla dobra, uvidime zahy.

Treti krok: Posledni etapa je zaloZena na pozoruhodné alternativé. Nez pfi-
kroc¢ime k jeji formulaci, bude uzitecné si pripomenout, ze je-li m € N7, potom
mé ¢islo 2™ alesponi dvé cifry. (M4 jich ve skute¢nosti alespoii ¢trnédct, ale ndm
budou stacit dveé).

Véticka. Predpokladejme, Ze m € Ny. Jestlize je druha cifra cisla 2™ prokem
mnoziny {0,1,2,3,4,5,6,7}, pak m + 10 € Ny. Je-li druhd cifra &isla 2™ rovna
8, nebo 9, pak m + 53 € Ny.

Drikaz.
Jestlize m € N7 a drubd cifra ¢isla 2™ je prvkem mnoziny {0,1,2,3,4,5,6,7},
potom existuje j € N, j = 2, takové, Ze

Tx107 <2m <7 x 107 +8 x 10771,
Odtud vyplyva, ze
Txbx107 <2 xb<T7Txbx 10 +8 xbx 10771,

to jest 4 4 ‘
7168 x 107 < 2mH10 <7168 x 107 + 8192 x 10771,

Protoze
1680+ 8192 < 10%,

maji obé ¢isla stojici na mantinelech stejny pocet ¢islic (pfesnéji j + 3) a na
prvnim misté jejich desetinného zapisu stoji sedmicka. Clenu uprostied tudiz
nezbyvéa, nez aby na tom byl stejné. Jinymi slovy, m + 10 € N;. Dukaz toho,
ze m + 53 € Ny za predpokladu, ze druha cifra ¢isla 2™ je rovna 8, nebo 9, lze
provést obdobné. O
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v

A nyni jednoduchou aplikaci principu matematické indukce ukaZeme, Ze
sedmé nebe je nejen neprazdné, ale dokonce mé nekone¢né mnoho prvki.

Dusledek. Sedmé nebe je bez konce.

Drikaz.
Zacneme u c¢isla m; = 46. Mame-li jiz zafixovana vsechna ¢isla

mi,..., My pro néjaké n € N,

potom podle chovani druhé cifry éisla 2" polozime bud m, 11 = m, + 10 (to
kdyZ je druhé cifra mensi nebo rovna sedmicce), nebo m, 11 = my,, + 53 (kdyz je
druh4 cifra rovna osmi¢ce nebo devitce). Tak ziskdme nekone¢nou posloupnost
prvkd sedmého nebe. O

Uvedenym postupem napiiklad zjistime, ze ¢isla 46, 56,66, 76,86 a 96 jsou
prvky sedmého nebe (zase ta periodicita s desitkou?), vypoctem vsak lze ovéfit,
7e 106 jiz jeho prvkem neni. Zéapis ¢isla 2°¢ oviem zaéina 79. .., na druhém misté
tedy stoji devitka, takze pouzijeme druhou moznost a dostaneme, ze 96 + 53 =
= 149 € Ny. Nejspis takto nedostaneme vsechny prvky sedmého nebe, ale na
to se nikdo neptal. Kazdopadné je nyni zodpovézena otézka (c): sedmicka se
v posloupnosti vyskytuje nekonecnékrat.

ZHODNOCENI PRVNIHO RESENI

Uvedeny postup, jakkoli je napadity a elegantné jednoduchy, mé nékolik nevy-
hod. Za prvé nam nic nefikd o podstaté problému a za druhé jej nelze zobecnit.
Mohly by néas totiz zajimat vselijaké modifikace nasi zakladni otazky. Napriklad
bychom se mohli ptat, zda existuji mocniny dvojky, jejichz dekadicky zapis za-
¢ina néjakou predem stanovenou kone¢nou posloupnosti ¢islic. Z prvnich ¢tyficeti
¢lenii posloupnosti napiiklad neni jasné, jestli se v ni nékdy objevi devitka, ko-
neckonctt sedmé nebe se v angli¢tiné oznacuje vyrazem cloud nine. Tuhle otazku
jsme zrovna nahodou vyfesili (pohledme znovu na 2°%), ale mohlo by nas kupfi-
kladu zajimat, jestli zapis nékterych mocnin dvojky zac¢ind vyrazem 77, nebo
tfeba néjakym nasim oblibenym letopoctem. A také na svété neni jen dvojka,
mizeme vesele mocnit i jind pfirozena cisla, feknéme vétsi nez 1.

Ukazuje se, ze i na takové otdzky umime nalézt odpovéd, ale musime na to
jit jinak.
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HLEDANI NOVYCH CEST

Polozme si otazku, co to viibec znamena, ze néjaké ¢islo padne do sedmého nebe.
Neni tézké si uvédomit, ze m € N7 praveé tehdy, kdyz existuje k& € N takové, ze

7 x 10F < 2™ < 8 x 10".

Tuto dvojici nerovnosti (takzvany sendvi¢) nyni zlogaritmujeme. To znamen4, ze
na vSechny strany vypustime funkeci log (ktera je rostouci, a tedy se nerovnosti
nezméni), a dostaneme tak

log7+k < mlog2 < log8 + k,

to jest
log7 < mlog?2 — k < log8.

Nyni prichazime ke klicovému pozorovani. Protoze 0 < log7 < log8 < 1, plyne
odtud, ze
mlog2 —k € (0,1).

To je ale mozné jediné tehdy, kdyz je k takzvanou celou cdsti ¢isla mlog2, coz
obvykle zapisujeme ve tvaru
k= [mlog2].

Pfipomerime, Ze celd ¢ast redlného ¢isla x je definovana jako (jediné) celé ¢islo j
splitujici j < = < j + 1. Pak tedy piseme j = [z].
MAGICKA POSLOUPNOST
Jsouce vyzbrojeni operaci celé ¢asti redlného éisla, podivejme se ted na chovani
jedné zajimavé posloupnosti. Méjme néjaké pevné stanovené realné ¢islo = a de-
finujme posloupnost redlnych éisel {a,, } predpisem

an =nx — [nx] pron € N.
Nasledujici pozorovani neni tézké.
Véticka. (a) Je-li x € Z, pak {a,} ={0,0,0,...}.

,kdepeZ

(b) Je-lixz € Q, pak {ay} je periodickd posloupnost. Je-li navic x = b
q

a q € N, pak q je periodou posloupnosti {ay}.
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Diikaz.
Tvrzeni (a) je trividlni. Pro dikaz tvrzeni (b) pfedpokladejme, ze x = B, kde
q
p € Z a q € N. Potom pro kazdé n € N plati
p p p p
a = n—l—q——[n—l—q—]:n——l—p—[n——l—p}
ntg = ( )q ( )q . .
Sl R R R
=n—+p—|n—| —p=n—— |Nn—| = ap,
q q q q
a tedy {a,} je periodicka s periodou g. O

Véticka ndm ovsem nefekla to nejzajimavéjsi.
Otazka. Jak se chova posloupnost {a,} pro iraciondlni x?

Odpovéd na tuto otdzku je jadrem tohoto élanku. Nésledujici véta byva pri-
pisovana Waclawu Sierpinskému, Hermannu Weylovi ¢i Piersu Bohlovi a jako
letopocet, ve kterém ji uvedeni panové dokézali nezavisle na sobé, byva uvadén
rok 1910. Obecnéjsi formu véty nalézame téz v pozdéjsi praci Georga Davida
Birkhoffa z roku 1931.

Véta. Nechtz ¢ Q. Potom {a,} je prostd a navic pro kaZdd o, 8 € [0, 1] splriujict
a < f je mnozina {a,} N (o, B) nekonecénd.

Diikaz.
Dokézeme nejprve, Ze posloupnost {a, } je prosta. Pfedpokladejme, Ze pro néjaka
m,n € N plati a,, = a,,. Potom

nx — [nx] = mx — [ma],

tedy
(n —m)x = [nz] — [ma].

Ziejmé plati [nz] — [mz] € Z, a tudiz také (n —m)x € Z. To je ale diky iracionalité
¢isla  mozné jediné tehdy, kdyz n —m = 0. Jinymi slovy, pro m a n rtzna plati
A # an, takZe posloupnost {a,} je prosta.

Nyni obratme pozornost ke druhé ¢4sti tvrzeni. Vime, ze 8 — a > 0, a tedy
muzeme nalézt n € N dost velké k tomu, aby

1
— < pB-a.
n
Uvazujme ¢isla aq,. .., a,+1. VSechna tato ¢éisla jsou prvky intervalu [0, 1]. Podle

Dirichletova principu se tudiz mezi nimi najdou alespon dvé, jejichz vzdalenost
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1
nepresahne hodnotu —. Matematicky zapsano to znamena, Ze existuji i,s € N

n
takovd, ze i,i + s € {1,...,n+ 1} a navic
< 1
la; —aiys| £ — < f—a.
n
Ozna¢me ¢ = |a; — a;4s|. Potom tedy
O<e<pf—a.

Nyni si predstavme, Ze na kruznici K se stfedem v pocatku a majici délku
obvodu rovnou 1 (nejde tedy o klasickou jednotkovou kruznici, nybrz o kruznici
o poloméru 2—) navineme realnou primku jako na civku, pficemz kladny smér
uvazujeme prgti sméru hodinovych rucicek. Navic v nékterém bodé na kruznici
vyznacime bod 0. Ten pak tedy diky periodicité zaroven reprezentuje body 1,2, ...
a také —1,—2, ..., neboli vSechna cela ¢isla. Body a a  naneseme tak, aby délka
oblouku mezi nimi a bodem nula byla po fadé rovna jejich hodnotam.

Uvazujme zobrazeni f: K — K definované jako otoéeni (v kladném sméru)
o thel 27z radidnt. Na kruZnici definujeme déle posloupnost bodt {b,}o; re-
kurzivnim pfedpisem b, = f(b,—1), tedy

bo =0, by = f(0), b2 = f(b1) = (fo [)(0),...,
b = (fo...of)(0) (n-krét sloZzené zobrazeni) pro n € N.

Potom je délka oblouku mezi body b,, a 0 rovna hodnoté a,,. Specialné mezi body
b; a b5 je rovna € <  — . Odtud vyplyva, ze zobrazeni

ff=fo...of (s-kréat slozené zobrazeni)

je otoceni o 2me radidnt (v kladném, nebo v zadporném sméru). Kazdopadné pri
prichodu zobrazenim f*® nasi kruznici se oblouku mezi « a 3 nelze vyhnout, toto
zobrazeni jej nemuze preskocit. Tedy po néjakém nasobku s otocek se objevi bod
by, na oblouku mezi o a 5. VSechny tyto body jsou riizné, nebot posloupnost {a, }
je prostd, jak jsme jiz dokazali. To znamend, ze v (kladné ¢ésti) oblouku mezi «
a [ se nachézi nekoneéné mnoho riznych prvkt mnoziny {bs, bas, bss, . . . }. Z kore-
spondence mezi posloupnostmi {a,} a {b,} tedy dostavame, Ze v intervalu («, 3)
se nachazi nekoneéné mnoho prvk mnoziny {as, ass, ass, . ..}, a tedy nekoneéné
mnoho ¢lent posloupnosti {a, }. Tim je ditkaz hotov. O
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APLIKACE

7 véty uvedené v predchazejicim oddilu mizeme vyvodit feseni naseho problému.
Jeho formulace ndm sice cosi pfipomene (uz to tu jednou bylo), ale tentokrat
muzeme ziskané feSeni rozlicnymi zptsoby zobecnovat.

Dusledek. Sedmé nebe je bez konce.

Dikaz.
Polozme

a=log7, pB=1log8 a x=Ilog2.

Protoze
1< 7<8<10,

plati po aplikaci funkce log
0<a<pf<l.

Pripomenme si dtilezitou okolnost, Ze ¢islo z je iracionalni. Tento fakt pro jistotu
ovérime. Predpoklddejme pro spor, ze © = ]—9, kde p € Z a ¢ € N. Potom
q

2 =107,

to jest
29 =107

Pak ale diky jednoznac¢nosti prvociselného rozvoje déli ¢islo 5 pravou stranu po-
sledni rovnosti, ale nikoli levou, a tedy dostavame spor. Odtud plyne, ze x € Q.
Aplikaci véty z predchoziho oddilu potom dostéavame tvrzeni dusledku. O

Poznamka. Na uvedeném postupu je zajimavé a elegantni to, Ze sedmicka zde
nehraje zadnou zvlastni roli. Zcela obdobné muzeme dokazat, ze mnozina mocnin
dvojky, jejichz dekadicky zapis zac¢ind posloupnosti 2 022, je nekonecna. A misto
2022 lze dosadit téméf libovolny jiny shluk ¢islic.

Je nacase uvést obecnou formulaci vysledku. Dtkaz lze provést zcela obdobné
vyse uvedenému postupu.

Véta. Necht p > 1 je prirozené cislo, které neni celociselnou mocninou éisla

10, a X je nejakd konecna posloupnost cislic. Potom ezistuje prirozené cislo n
takové, Ze desitkovy zapis cisla p" zacind posloupnosti X .

74



LETNf SKOLA MATEMATIKY A FYZIKY 2021

ZAVER
Polozme si na zavér otéazku, ktera je moznda vice filosofické, nez matematické
povahy.

Otazka. Proc se posloupnost tak dlouho jevi jako by byla periodické s periodou
107

Odpovéd je prekvapivé jednoduchd. Tento jev je prosté zpiisoben tim, Ze
¢islo x, tedy

log 2 = 0,301 029995 663 981195213 738894 72449 . . .,

je sice iracionalni, avsak méa velmi dobrou aproximaci v podobé zlomku 10 Pak

uz si jen staci pripomenout druhou z nasich véticek.

Poznamka. Z vysSe uvedeného se d4 odvodit spousta dalsich zajimavych infor-
maci. Ozna¢me kupiikladu pro o, 8 € [0,1], « < 8, apron € N

k(n,o,B) = #{1 =i = nia; € (o, B)},
kde symbol # oznacuje pocet prvki za nim stojici mnoziny. Potom

L k0.8)

n—00 n

=p—a.

Tedy: budeme-li se pravidelnym krokem iracionalni délky dostate¢né dlouho pro-
chézet po obvodu kruznice, pak do kazdé jdmy spadneme s frekvenci pfimo tmeér-
nou jeji velikosti. To zni skoro jako néjaké prislovi nebo pranostika. Lze odtud
ale vyvodit zajimavy fakt. Pro n € N oznac¢me

a(7,n) = pocet sedmicek v mnoziné {cy,...,cn}
a
a(8,n) = pocet osmic¢ek v mnoziné {cy,...,cpn}.
Potom
7 8
lim a(7,n) =log8 —log7 a lim a(8,n) =log9 —log38,
n—o0o n n—00 n
takze . o8 — log 7
i AT _ log8—log7 .\ oa,

n—oco a(8,n)  log9 —log8
Ano, vidite spréavné, mocniny dvojky dodrzuji Benforduv zdkon. Tedy, mimo
jiné, dost velké fragmenty posloupnosti {c¢,,} budou obsahovat vice sedmicek nez
osmicek, a¢ tomu prvnich ¢tyficet ¢lentt moc nenapovida.
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Poznamka do Satny. Jak uz bylo fefeno, za ¢islo X si muzete pro radost
dosadit naptiklad datum svého narozeni. Jak Pawel Strzelecki [3], tak i Jirka
Bouchala [4] uvadéji tabulky takovych piikladt. Zatimco v [3] nalézdme vybér
dat vyznamnych historickych udalosti jako naptiklad zalozeni polského statu,
vitézstvi Jana III. nad Turky ¢ bitvu u Waterloo, [4] obsahuje rozsahly seznam
vSech letopoctti od 1931 po 2005 véetné. Diky Jirkovi tedy vim, ze desetinny zapis
&isla 287 zagind vyznamnou posloupnosti 1961. Ovsem pozor, véc ma své tskali.
Je-li Vagim oblibenym historickym meznikem korunovace Stépana I. uherskym
kralem, pak Vam nase metoda nepomiize.
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LABORATORNI A FRONTALNI PRACE S POLOVODICI

Zdenék Polak

ABSTRAKT

Prispévek se zabyvd frontdlnimi a laboratornimi pracemi zamérenymi na vyuku o po-
lovodicich na stredni skole. Jde o soubor kvalitativnich i kvantitativnich experimentu
provadénych Zdky podle pracovnich listu. VyuZivame ndmi vytvoreného stavebnicového
systému elektrickych soucdastek dlouhodobé pouzZivaného na nasi skole. PouZivdme jej
pri zapojovdni elektrickych obvodu a mérent vlastnosti soucdstek.

KLiCOVA sLOVA: laboratorni préace, frontalni prace, polovodice, dioda, tranzistor, zapo-
jovani elektrickych obvodi, méfeni digitalnimi méficimi pristroji.

Uvop

V letech 2002-2003 ucitelé fyziky na nasem gymnéaziu, Zdenék Polak a Jaroslav
Klemenc, za pomoci studentii vytvorili rozsahly stavebnicovy systém pro sesta-
vovani, zapojovani a nasledné méreni elektrickych obvodi. Zakladni myslenka
byla, aby kazdy zak pracoval sam, popiipadé pii frontalnich pracich s celou t¥i-
dou, ve dvojicich. Bylo nutno tedy vytvorit 16 neustale funk¢nich sad soucastek,
zdroji, méricich pristroji a vodi¢a. Aby fungovalo 16 sad, bylo vytvareno vzdy
sad 20 a poskozené soucastky, vodice ¢i mérici pristroje prubézné opravovany.
Cely v podstaté dotvofeny systém byl pfedveden na Dilnach Heuréky v Nachodé
r. 2009 a podrobné popsén ve sborniku [1]. Systém neustéle obméniujeme a pracu-
jeme s nim dodnes. VSechny laboratorni a frontalni prace jsou popsany na nasem
webu [2]. Zde jsou zcela volné ke stazeni ve forméatu doc tak, aby si je mohl
kdokoli samostatné upravit podle svych potteb.

Jirdskovo gymnézium v Néchodé, Nachod, polak@gymnachod.cz
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ZDENEK POLAK

EXPERIMENTALNI CINNOSTI PRI POZNAVANI
VLASTNOSTI POLOVODICOVYCH SOUCASTEK

Kdyz maji zaci cokoli poznat, je nutno, aby si na véci sahli, aby je pozorovali
a sledovali. Aby provadéli a zapisovali a zhodnocovali vysledky méfeni. Co lze
tedy délat? Uvedu nékteré moznosti a ¢innosti, které se nam osvedcily.

1.

78

Ukazat, jak véci vypadaji. Pfindsime a ukazujeme kiemik, jednotlivé sou-
Gastky, jako jsou termistory, fotorezistory, diody ruznych druht a pouZiti,
tranzistory, tyristory, integrované obvody, rozfezané soucastky, aby bylo vi-
dét dovnitt; volné ¢ipy i dohotovené integrované obvodys, . ..

. Ukazat z dalky, jak véci funguji. Demonstraéné ukazujeme, jak se méni

odpor termistoru pii zahtati a odpor fotorezistoru pri zméné osvétleni, na
panelu mame diodu a ukazujeme propustny a zavérny proud tim, Ze zarovka
sviti ¢i nesviti podle polarizace diody a zdroje. Ukazujeme, jak funguje foto-
¢lanek i polovodicovy Peltiertiv ¢lanek. Mame tranzistor na panelu a ukazu-
jeme, ze malym proudem ve vstupnim obvodu muzeme ovladat velky proud
v obvodu vystupnim. Uvadim jen priklady toho, co demonstracné ukazujeme
zakam.

. Ukazat z blizka, jak se vé&ci chovaji. Nechdvame po tiidé kolovat malé

experimenty. termistor a fotorezistor pfipojeny k ohmmetru, fotoclanek pii-
pojeny k ampérmetru a rtizné materidly k jeho zakryti, aby se ukazalo na
jaké vinové délky je fotoclanek nejcitlivéjsi.

. Demonstraéni méfeni a ulohy zadané experimentem. Demonstracné

méfime zavislost odporu vodic¢e a polovodi¢e na teploté. Do varné konvice
plné vody vlozime médénou civku a termistor pripojené k ohmmetru a oby-
¢ejny teplomér. P¥i pomalém ohfevu (cca 50°C za 10 minut). Ke zpomaleni
ohfevu mam dvé moznosti — pfipojeni konvice pres regula¢ni transformator
anebo jednoduseji, zapojit dvé konvice za sebe — do série. Vykon kazdé z nich
je pak ¢tvrtinovy a voda se ohfiva ¢tyrikrat pomaleji.

. Frontalni prace s celou tfidou v bézné ucebné. V oblasti polovodici

délame dvé. Jednu zamérenou na diodu a druhou na tranzistor. Pro obé mame
pro studenty vypracovany pracovni listy. Podrobné rozebereme déale.

. Laboratorni price s polovinou tfidy (cca 16 zak®) v laboratofi.

Zamérené na polovodice jsou:

(a) voltampérova charakteristika diody,

(b) voltampérové charakteristiky barevnych LED,

(c) aplikace tranzistoru v zapojeni — konstrukce zesilovace.
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FRONTALNI PRACE S CELOU TRIDOU

I) DIODA A JEJI VLASTNOSTI

V nésledujicich odstavcich je popsana frontalni prace na vlastnosti diod, ¢islovani
obrazku odpovida pracovnimu listu a je lokdlni pro tento oddil textu. Poznamky
k ¢innosti jsou psany kurzivou.

Pomucky: Plocha baterie, kiemikova dioda, zarovka 3,5 V/0,2 A, rezistor
200 €, digitdlni méfici pristroj VAS), sada LED cervena, zelena, modra, bila,
fotoclanek, sada vodici s krokosvorkami a bananky.

1) DIODA VEDE PROUD JEDNIM SMEREM

Zapojte obvod podle obr. 1, a pak podle obr. 2. V obou pfipadech zméite na-
péti na diodé Up i na Zarovce Uy a zapiste. V jakém sméru je zapojena dioda
v jednotlivych piipadech?

Upb= V Uz= V Ub= V Uz;= V
g KY702 L KY702
=1 N
-+
T +
- —
4,5v 3,5V /0,2A 4.5;\7— 3,5V /0,2A

Obr. 1 Obr. 2

V bodé 1) zdiraznime, Ze v propustném sméru je na kiemikové diodé asi 0,7V,
zavérném smeru je na diodé plné napéti a na Zarovce nulové. Proud prakticky
neprochdzi.

2) LED DIODA (SVITIVA DIODA)

Zméite odpor rezistoru s uvedenou hodnotou 200 € a zapiste jeho skutecnou
hodnotu. R = Q.

Zapojte podle obr. 3 LED diodu v sérii s rezistorem, a pripojte k baterii
tak, aby LED svitila. Zméfte napéti voltmetrem na rezistoru Ug i na diodé Up.
Opakujte pro diody vSech barev. Hodnoty zapiste. Dopoctéte proud I prochazejici
obvodem pfi kazdém méteni podle vztahu I = Ugr/R.
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200 ohm
Dioda Ur (V) | Up (V) | I (mA)
g > Cervena (R)
4 V4 Zelena (G)
' Modréa (B)
Bila (W)
Obr. 3

V bodé 2) Zdiraznime, e LED nejsou z kiemiku, jde o polovodicovy mate-
rial na bazi sloucenin galia a arzenu, napéti v propustném smeéru je zavislé na
vlnove délce produkovaného svétla a zZe bild dioda md v propustném sméru stejné
napétt jako modrd dioda — jde o modrou diodu vybavenou luminoforem k ziskdni
dlouhovinné édsti viditelného spektra.

3) DIODA v ZAVERNEM SMERU

Zmérte a zapiste napéti baterie. Zapojte obvod podle obr. 4. Jako diodu pouzijte
kifemikovou diodu. Zapiste napéti na voltmetru. Vypoctéte proud prochazejici
obvodem, jestlize vime, Ze odpor voltmetru je 10 MS). Na nékolik sekund zahtejte
jeden vyvod diody zapalenou sirkou tak, aby se dioda trochu zahtala. Jak se zméni
zavérny proud diody?

|
=J
+
4.5V
Obr. 4

V bodé 8) poukdzeme na dvé véci. Voltmetr o vnitinim odporu 10 MQ na
rozsahu 200 mV funguje jako ampérmetr o rozsahu 20 nA. PouzZivame ho jako
nanoampérmetr a zapojujeme do série se spotrebicem. Dadale to, Ze pri zahidti
diody se prudce zvysuje zavérny proud, generuje se velké mnoZstvi pari dira—
elektron. Zahtivejte skutecné jen vyvod, ne diodu samotnou, a jen po nékolik
sekund.

4) LED DIODA JAKO ZDROJ NAPETI]

Pripojte voltmetr pfimo k LED diodé a nechte na ni dopadat svétlo. Jak se
méni napéti pti osvétleni a zatemnéni diody? Na diodu muzete posvitit zarovkou
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pripojenou k baterii.
Jaké naméfite napéti na riznych diodach (R,G,B)?

Ur = ; Ug = ) Up =

Pak pripojte k diodé mértici pristroj jako ampérmetr a zkuste namérit, jaky
proud LED doda jako zdroj napéti.

V bodé 4) poukdzeme na to, Ze dioda sice ddva napéti, ale proud je nejvyse
jednotky mikroampér. Generovany proud zavisi na intenzité osvétleni a na plose
PN prechodu, na kterou svéetlo dopadd. Pokus neni vhodny pro bilou diodu, kterd
md PN prechod zakryty luminoforem.

5) FOTOCLANEK

Osvétlete fotoclanek zarovkou a pii neménné poloze zarovky zméfte napéti na
fotoclanku bez zatizeni, U; = V. Napéti po pfipojeni rezistoru 200 2, Uy =
=V a zkratovy proud fotoc¢lanku Iy = mA.

V bodé 5) zdiraznime, Ze proud fotoclanku zdvisi na plose prechodu a zdtéZi.
Pokud zbyva cas, je mozno fotoclanek prekryt cerngm filtrem, ktery propousti NIR
a zachyti svétlo. UkdZeme, Ze napéti a proud fotoclanku poklesnou jen mdlo, za-
timco prekryjeme-li fotoclanek prihlednygm filtrem zachycujicim NIR, fotoclanek
prakticky prestane pracovat.

(NIR = svétlu blizka oblast spektra infracerveného zdrent)

IT) TRANZISTOR A JEHO VLASTNOSTI

V nasledujicich odstavcich je popsana frontalni prace na vlastnosti tranzistort,
¢islovani obrazki odpovida pracovnimu listu a je lokdlni pro tento oddil textu.
Poznamky k ¢innosti jsou psany kurzivou. Pfedpoklada se, ze pfevodni charak-
teristika tranzistoru byla jiz naméfena jako demonstra¢ni pokus. Naopak zapo-
jovani tranzistoru v obvodech budou studenti procvi¢ovat v nasledné laboratorni
praci.

Pomiicky: vykonovy tranzistor, tranzistorovy kaskadovy zesilovac, vodice,
ploché baterie, potenciometr 10 k{2, zérovka 3,5 V/0,2 A, fotorezistor, LED diody,
2 x DMM

Sestavte nasledujici obvody, vyzkousejte u vsech ¢innost obvodu.

1) ZESILENI TRANZISTORU

Sestavte obvod na obr. 5). Métite polohu jezdce potenciometru, méfte proud na
rozsahu 20 mA. Tento rozsah neménte. Jaky nejmensi proud do béze tranzistoru
staci k plnému rozsviceni zarovky? Odhadnéte zesilovaci ¢initel, jestlize pfedpo-
kladame plny proud zarovkou 200 mA
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IB = mA
3,5V/0,2A
c B =
10K 8 L+
T 45V
20 mA £ | KUBDS

Obr. 5: Schéma obvodu s potenciometrem

V bodé 1) zdiraznime, aby do bdze tranzistoru Zdci nepoustéli proud vétsi nez
je rozsah pristroje. Robustni konstrukce tranzistoru sice zajistuje jeho ochranu
pred znicenim, ale mohla by se spdlit pojistka mériciho pristroje. Jezdec potenci-
ometru na zacdtku je dobré mit nékde uprostied.

2) TRANZISTOR OVLADANY FOTOREZISTOREM

Sestavte obvod s fotorezistorem podle schématu na obr. 6. Popiste chovani za-
rovky pfi zakryti a odkryti fotorezistoru.

3,5V/0,2A
_ +
T 4.5V
KUB0S

Obr. 6: Schéma obvodu s fotorezistorem

V' bodé 2) je treba mit odzkouseno, Ze pii osvétlent fotorezistoru poklesne jeho
odpor natolik, Ze proud do bdze otevre tranzistor tak, aby se Zdrovka rozsvitila.
Situaci je mozné€ zachrdnit tak, Ze Zdci na fotorezistor posviti Zdrovkou pFipojenou
k baterii, nebo mobilem.

3) ZESILENI KASKADY TRANZISTORU, MERENI NEPATRNYCH PROUDU

a) Sestavte obvod podle obr. 7. Sklada se pouze z baterie, zarovicky, kaskady
tranzistori a vodic¢t. Jednou rukou uchopte kladny pdl baterie a druhou se
dotykejte baze B.

Utvorte obvod z nékolika spoluzaku a spojte +baterie s bazi B. Pak uchopte
pouze vyvod baze a vstante ze zidle, popripadé smyknéte nohou v obuvi po
podlaze a zvednéte ji. Pro¢ se zarovka rozsvéci?
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-

ZESI LED ®3.5V
//2 ;
1M ¢
;+
B T 4.5V
E

Obr. 7: Zesilova¢ s tranzistorovou kaskadou

b) Pak mezi kladny pél baterie a vyvod B ptipojte kfemikovou diodu v zdvérném
smeéru. Zahtejte jeden jeji vyvod opatrné plaménkem sirky na nékolik sekund.
Popiste déj, ktery nastane.

¢) Pak nahradte Si diodu diodou LED v zavérném sméru. Zakryjte ji, odkryjte,
namifte na zdroj svétla, zménte typ diody. Pro¢ se nyni zarovicka rozsvéci?

d) Ukézeme, Ze plamen svicky vede proud. Spolupracuji dva zici. Jeden mé
spendlik pfipojeny vodi¢em ke kladnému pélu baterie, druhy k béazi kaskady.
Kazdy drzi v krokosvorce jeden $pendlik — jsou dobfe vodivé oddéleny. Pak
hroty Spendlikt vnoite do plamene a prochézejici proud otevie kaskdadu —
zarovka se rozsviti. Zkuste rizné polohy hrott spendlikid, aby zarovka jesté
svitila.

V bodé 3) vysvétlime princip kaskddy tranzistori. MizZeme ukdzat rozsvécent
Zarovky pribliZovdnim a oddalovdnim nabité tyce k vodici pripojenému do bdze
kaskddy B. Muzeme také pripojit bazi ke kladnému polu zdroje pres maly konden-
zator (cca 10 nF) a pozorovat jeho nabijeni — pokles svitu Zdrovky. Ukazujeme,
ze proud suchou $pejli neprochdzi, ale navlhéenou ano.

4) ZESILENI KASKADY TRANZISTORU, MEREN{ NEPATRNYCH PROUDU

Obvod zapojime podle schématu na obr. 8. Vyvody A a B propojime ptes lidské
télo a izolaci vodice tak, aby zarovka slabé svitila.

Obr. 8: Zapojeni tranzistorové kaskady pro méfeni celkového zesileni
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Méfime proud prochézejici lidskym télem a proud prochazejici zarovkou
a spocteme zesileni.

Rozsah DMM 200 mV — zapojeni jako voltmetr, odpovida pfi odporu volt-
metru 10 MS2 proudu 20 nA. Tedy udaj v milivoltech vydélte deseti a dostanete
¢iselnou hodnotu proudu v nA.

IZ = mA Ié = 1A zesileni =

Pro¢ necitime priichod proudu pres télo?
Bod 3) zatadime tehdy, kdyz mdame dost ¢asu. Pri mérend zesilend je zapotiebi,
aby Zarovka mesvitila naplno, tedy aby posledni tranzistor nebyl zcela otevren.

LABORATORNI PRACE

Laboratorni prace ve tfetim ro¢niku na nasi skole jsou dotovany jednou hodi-
nou za dva tydny. Jak uz bylo uvedeno, polovodi¢tim jsou vénovany nejvyse 3
z celkem asi 12 praci za rok. Jsou to voltampérova charakteristika diody, vol-
tampérové charakteristiky barevnych LED a aplikace tranzistoru v zapojeni —
konstrukce zesilovace. Prvni dvé jsou zcela klasické laborky. Jejich zadani lze
nalézt na odkazu [2]. Zminim tu t¥eti.

VYUZITI TRANZISTORU V APLIKACICH

Ve vsech aplikacnich zapojenich pouzivame vykonovy tranzistor KD367. Jde
o Darlington, tedy o kaskddu dvou tranzistori. Vyhoda je velké zesileni, fadové
1000, nevyhodou je minimélni napéti mezi bazi a emitorem cca 1,5 V a neline-
arni charakteristika. Pouzit 1ze jakykoli jiny robustni tranzistor podobného typu.
Obrazky jsou opét ¢islovany od zac¢atku pro nasledujici oddil, tak jak to odpovida
¢islovani v pracovnim listu pro zaky.

Pomticky: Tranzistor KD637, 2x zdrovka 3,5 V/0,2 A, ploch4 baterie, sada
vodi¢u s krokosvorkami a bananky na propojeni, kondenzator 10 uF, potencio-
metr 10 kQ, termistor, fotorezistor, fotoclanek 2 V/50 mA, nadobku se dvéma
plisky — elektrodami, obycejnou vodu z vodovodu, destilovanou vodu, krystalek
NaClL

1) TRANZISTOR JAKO HLIDAC HLADINY

Zapojime obvod podle schématu na obrazku 9. Na zacatku je nadobka prazd-
na. Elektrody sahaji do nddobky a konci kousek nade dnem. Postupné nalévame
vodu, az se elektrody ¢astecné zaplavi. Obvykle (podle vodivosti vody) sta¢i néko-
lik milimetrii a Zarovka v kolektoru se rozsviti. Zarovka v bazi nikoliv. Vysvétlete.
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3,5Vi02A 3,5V/I0.2A

+
===
"

KD367 | 45V

elektrody ‘—

nadobka na vodu

Obr. 9: Zapojeni tranzistoru jako hlidace hladiny

Pak vodu vylijeme a nahradime destilovanou vodou. Zalijeme elektrody do
vySe 2-3 cm a ani jedna zarovka se presto nerozsviti. Pfidejte do vody jeden maly
krystalek NaCl, zamichejte a pozorujte, co se zméni. Vysvétlete.

2) TRANZISTOR OTVIRANY FOTOCLANKEM

Zapojime obvod podle schématu na obr. 10.
Pozorujte svit zarovky pii zménach osvétleni fotoclanku. Co se stane, zamé-

nime-li polaritu fotoclanku?

KD367 45V

//’|' l

Obr. 10: Tranzistor otvirany fotoclankem
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3) TRANZISTOR OVLADANY FOTOREZISTOREM

Na obrazcich 11, 12, 13 jsou celkem tii zapojeni. Prvni jen ovlada tranzistor
bez moznosti regulace citlivosti na svétlo, druhy umoznuje nastavit, pii jakém
osvétleni fotorezistoru se zarovka rozsviti. A funkci t¥etiho si vyzkousejte sami.

fotorezistor 35VI0.2A fotorezistor 3.5V/0,2A 3.5V/0,2A
+ + +
— — ==

T asv KD967 T asv T 4asv
KD367
l f
10k 'otorezistor
Obr. 11 Obr. 12 Obr. 13

4) TRANZISTOR OVLADANY TERMISTOREM

Na obréazcich 14 a 15 jsou schémata, podle nichz zapojite obvody pro ovladani
zarovicky zmeénou teploty. Zapojte obvod a nastavte potenciometr tak, aby za-
rovicka slabé svitila. Co se stane, kdyz termistor uchopite do prstii (termistor
trochu ohfejete).

Vysvétlete.

3.5V/0,2A

U

45V

45V

°C
termistor J

Obr. 14 Obr. 15
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ZAVER
Uvedené experimenty mohou byt po vynechani kvantitativnich méfeni ndmétem

pro experimentalni ¢innost zakd nizsitho gymnéazia a odpovidajicich roénikt za-
kladnich skol.

LITERATURA

[1] Polak, Z. (2011). Zapojovani elektrickych obvodt. In L. Dvofak, I. Dvota-
kova & V. Koudelkova (Eds.), Dilny Heuréky 2009-2010. Sbornik konferenci
projektu Heuréka. Praha: Prometheus.

[2] http://fyzika.gymnachod.cz pod odkazem ,laboratorni prace®.
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POKUSY Z PROJEKTU ZI1JU FYZIKOU

Jana Sestiakova

ABSTRAKT

Nabizim pripomenuti pokusi pro domdci badani i do hodin fyziky. ,,Na vlastni kuzi“ si
muZete znovu zkusit stFilend raketou, vyrobu vzndsedla, lepeni bréek na zed bez lepidla
a stlacent plechovky vzduchem.

Taky pro vas sdilim ukdzky dvou kreslenych videi, prostrednictvim kterych se déti
(i dospéli) v projektu Ziju fyzikou uéi fyziku.

KLiGOVA sLovA: projekt, experiment, vyukové video, metoda peer instruction.

BRCKOVA VYZVA

Ukol: Bez pomoci lepidla ,piilepte* bréko na zed. Az ovladnete lepici kouzlo®,
sestavte z bréek na zdi domecek.

Pomticky: bréka, ntizky (na stfihani bréek na stavbu oken a dvefi), zed , tricko
nebo papirové kapesniky

Obr. 1: Brcéka na zdi

projekt Ziju fyzikou, podpora@ZijuFyzikou.cz
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Vysvétleni, pro¢ a jak pokus funguje:

Brcka drzi na zdi diky elektrostatice. Plastové bréko pékné reaguje na treni pa-
pirovym kapesnikem, pii kterém se elektrony presouvaji z kapesnicku na brcko.
Kdyz pak elektricky nabité brcéko priblizite ke zdi, elektrony ve zdi se ,trochu
pohnou® (tak maélo, jak jim to zed dovoli), aby pfed nabitym brékem ,utekly*
(protoZe nédboje stejného znaménka se odpuzuji). Ve zdi bliz u bréka tak zistanou
ykladné zbytky zdi“, které brcko na zdi udrzi. Dvé takto nabita brcéka se budou
od sebe navzijem (lehce, ale pozorovatelné) odpuzovat.

Tip: Pfi tfeni je potfeba bréko zmacknout (az rozplacnout). Kdyz kapesnickem
brcko jen ,,pohladim®, asi se dostatecné nenabije a ¢asto na zdi nedrzi.

Zaznam zivého vysilani pro Facebook stranku Ziju fyzikou na téma Brékova
vyzva:
https: //www.youtube.com/watch?v=5Lcnyba8pDM

DoMAcCi VZNASEDLO

Pomucky: CD, vicko od lahve s dirkou, nafukovaci balonek, tavna pistole, velka
hladka plocha (sttl, podlaha)

Jak vyrobit vznasedlo a pro¢ a jak funguje:
Doprostied CD nad diru nalepte vicko od lahve s vyvrtanou dirkou. Na vicko
navléknéte nafouknuty balonek. Takto vyrobené vznasedlo polozte na hladkou
plochu a do CD lehce stouchnéte. Vzduch, ktery skrz dirku ve vicku a v CD proudi
na podlozku, vznasedlo nadzvedava a vznasedlo se tak pohybuje na vzduchovém
polstari.

CD na vzduchovém polstari dokaze dojet vyrazné dal nez CD, které je primo
v kontaktu s podlozkou a musi tak prekonavat tfeni.

Tip: Je mozné vyrobit ,,vyssi verzi vznasedla® se startovacim vickem. Vicko ma
uzavér jako na cyklistické lahvi, které jde otevfit vytazenim ¢asti Spuntiku. Na
takové vznasedlo se snadnéji navléka nafouknuty balonek, protoze uzavér muze
byt pii navlékani balonku zavieny. Kdyz pak chcete vznasedlo odstartovat, staci
$puntik nadzvednout. D¥ive se s timto vickem proddval ndpoj Jupi, ted je k do-
stani na napoji Figo.

Tip 2: Abyste nemuseli vrtat dirku do obyc¢ejného vicka, pouzijte vicko z lahve
od Rajce nebo od Jupi, ze kterého lze odtrhnout zavirani a vymacknout stfed
s blanou, kterd brani protékani piti z oteviené lahve.

Ukézka jizdy vznéasedla: https: //youtu.be/QAueY-ZS9rU
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Obr. 2: Tti druhy vicek na vznasedle: se ,startovacim vickem®, s rozebiratelnym vickem
a s vickem s dirkou prorazenou hiebikem

DRCENI PLECHOVKY

Pomucky: vari¢, rychlovarna konvice na predvareni vody, trocha vody, plechovka
od piti (my pouzivali od 250ml napojt, ale lze pouzit i velké plechové sudy),
modelina, chiiapky, (talifek, hrnek se studenou vodou na chlazeni)

Postup: Vodu uvaite v rychlovarné konvici a nalijte do plechovky (sta¢i malinko,
tfeba centimetrovy sloupec vody). Plechovku postavte na vafi¢, aby se voda vafila
i pfimo v plechovce. Potfebujeme nechat vodu varit v plechovce tak dlouho, az
zacne byt vidét mlha nad otvorem v plechovce, kterda unikd ven. V tu chvili je
plechovka pripravena k rozdrceni. Ucpéte dirku v plechovce modelinou a odstavte
plechovku z varice.

Plechovku néco rozdrti pfimo pied vasima oc¢imal

Ve videu je pokus preruseny pred jeho vysvétlenim a je do videa vlozena
otazka ,Co plechovku rozdrtilo?* s nabidnutymi moZnostmi. Pak nasleduje
ukazka pouziti metody Peer Instruction, kdy déti voli jednu z nabizenych moz-
nosti odpovédi, ve skupiné odpovéd diskutuji a poté podruhé odpovidaji na tu
stejnou otazku. Na zavér je ve videu vysvétlené spravné reseni.

Proc a jak se to stalo?
Voda se pri varu v plechovce vypafuje a para plni plechovku. To pozname tak,
ze para zacne unikat z plechovky, srazet se zpét na kapicky a vytvaret mlhu,
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ktera je nad dirkou v plechovce vidét. Para naplnila plechovku a pritom vytlacila
z plechovky ven vzduch.

V tu chvili jsme ucpali plechovku a odstavili ji od zdroje tepla. Para uvnitt
plechovky zacala zpét zkapalnovat a uvniti plechovky se tak nad hladinou zacalo
délat misto, do kterého by se mohl vratit vzduch. Ale protoze je ucpana dirka
v plechovce, tak vzduch nemiize zpét. Uvnitf plechovky je tak nizsi tlak nez okolo
plechovky. Okolni vzduch, tedy ten, ktery my bézné dychame, je v tu chvili oproti
tlaku uvnitt plechovky tak velky, ze plechovku z venku zvladne rozdrtit.

Obr. 3: Drceni plechovky

Zaznam zivého vysilani pro Facebook stranku Ziju fyzikou o drceni plechovky
najdete taky: https://youtu.be/bBedwykl-Gs

STRILENI RAKETOU

Pomticky: 40 cm vodovodni trubky, 30 cm zahradni hadice, PET lahev velka —
kolem 2 litra, A4 list papiru na raketu, kousky papiru na kiidélka, st¥ibrné lepici
paska , izolepa, (pastelky na vyzdobu rakety)

Vyroba odpalovaci rampy: Vodovodni trubku, zahradni hadici a hrdlo lahve po-
dobnych primért slepte lepici paskou v poradi: trubka — hadice — lahev.
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Vyroba rakety: List papiru A4 namotejte na vodovodni trubku — ne tplné tésné(!),
je potreba, aby se raketa mohla po trubce volné posouvat. Tim vznikne télo
rakety, které po délce slepte izolepou. Na jednom konci télo rakety zmacknéte
a vzniklou Spicku pfelepte izolepou. Na druhy konec pfilepte 4 malé trojuhelni-
kova kiidélka (mtizete zkusit riizny pocet a rizné velikosti a porovnat, jak budou
létat). Raketa je hotova!

Odpalovani: Skrz trubku a hadici nafouknéte lahev. Navléknéte raketu na trubku,
polozte lahev na zem a pohybem hadice zamiirte. Dupnutim nebo skokem na lahev
raketu odpalte.

Co se pfi stfileni raket mohou déti naucit? Muzete s détmi odhalovat zavislost
eleva¢niho thlu na doletu rakety. Nebo mizete trénovat odhad vzdalenosti a na-
sledné trénovat krokovani a métreni doletu rakety.

Obr. 4: Odpalovaci rampa a rakety

Varovani! Rakety mohou létat opravdu daleko a vysoko! Dobie miite, at o raketu

hned pfi prvnim letu neptijdete, rady ztustavaji na stromech nebo na strechach.
Taky nemifte na lidi a pti odpalovani se proti raketé nedivejte.

Tip: ,Vyssi verze* odpalovaci rampy. Obcas se stane, Ze se pfi odpalovani rakety

protrhne lahev. Pro takové pripady je dobré mit vyssi verzi odpalovaci rampy,

kdy je na hadici navlecené vicko s dirkou. Vicko se pii protrhnuti lahve pouze
odsroubuje a nasroubuje se nové lahev, neni nutné nic prelepovat.

93



JANA SESTAKOVA

Tip 2: Pro vyrobu rakety lze pouzit i novinovy papir, raketa ale tolik nevydrzi.

Tip 3: Je dobré sttilet ve dvou lidech, kdy jeden vhodnym naklonem hadice miii
a druhy skace na lahev.

Zaznam Zivého vysilani pro Facebook stranku Ziju fyzikou o odhadu vzdale-
nosti pii stiileni raketou: https: //youtu.be/KWS9i_OwqAw

A na zavér sdilim ukézku kreslenych videi, jejichz soucasti je ukézka pouziti
vyucovaci metody Peer Instruction.

Boutka: https://youtu.be/eGobqJPWT7Rk

Faze Mésice: https://youtu.be/iciyCiAkn8Y

Zdroje (kde jsem se inspirovala a co muze inspirovat vas):
Dny otevienych dveii UJEP (2010). Drceni plechovky.

Projekt Heuréka, vikendové seminére pro ucitele — ,skolka Heuréky* (2010-2012).
St¥ileni raket, lepeni bréek na zed a vznasedlo a spousta dalsich pokust. Nabidka
akci a moznost prihlaseni pro skolni rok 2022/2023 je zde:

https: //kdf.mff.cuni.cz/heureka/index.php

UDiF — Uzasné divadlo fyziky (2021). Drceni sudu na spolecenském veceru Ve-
letrhu napadt uciteld fyziky v Brné 2021.
Nabidka akci je dostupna na: https://udif.cz/

Ziju fyzikou (2022). Webové stranky: http: //www.ZijuFyzikou.cz

Facebook skupina: https://www.facebook.com/groups/263012394984052 (propo-
jovani ucitelu fyziky, fanouskua fyziky, odpovidani na fyzikalni dotazy, sdileni
inspirace)

Facebook stranka:

https: //www.facebook.com/%C5%BDiju-fyzikou-113487007147058 (ziva vysilani
s fyzikdlni tématikou, kterd je mozné sdilet dal a inspirovat se z nich do vyuky)

Metoda Peer Instruction (2022). Stranky o vyucovaci metodé.
Dostupné z http: //www.PeerInstruction.cz
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SIFROVANT RSA

Tomas Urban

ABSTRAKT

Semindr Sifrovdni RSA vznikl jako souédst diplomové prdce: Ulohy z modularni aritme-
tiky, na které autor pracuje na katedre matematiky PrF UJEP. V pruni ¢dsti semindre
byly ucastnikim predstaveny ndstroje potrebné pro Sifrovani RSA. Ve druhé ¢dsti ucast-
nici tyto poznatky aktivné vyuZivali pri Sifrovani a desifrovani zprdv pomoct pocitacového
programa.

Cilem semindre bylo ovérit technickou a ¢asovou ndrocnost pripravenych uloh a pro-
blémai.

KLiCOVA sLovA: Eukliduv algoritmus, kongruence, Sifrovani RSA.

O SIFROVANTI

V knize [1] se miZzeme dodist, ze Kryptografie, jako véda zabyvajici se Sifrova-
nim a desifrovanim, zahrnuje dva obory.

e Kryptografie studuje teoretické aspekty navrhovani sifrovacich metod.

e Kryptoanalyza se zaméfuje na studium metod lusténi Sifer.

ROZDELENI{ SIFER

Na obr. 1 je uvedeno znazornéni rozdéleni Sifer na symetrické a asymetrické.

ZS Kralupy nad Vltalou, Komenského nam. 198, urb@zskomenda.cz
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ToMAS URBAN

[ Sifry ]
/
[ Symetrické ] [ Asymetrické ]

[ Transpoziéni] [ ShiTieitta ]

Obr. 1: Schéma rozdéleni Sifer

SYMETRICKE SIFRY

Pii symetrickém Sifrovani pouziva adreséat k deSifrovani zpravy stejny kli¢, kterym
zpravu odesilatel zasifroval. Symetrické Sifry miuzeme dale rozdélit podle metody
Sifrovani na Sifry transpozi¢ni a substitucni.

Prikladem transpozicni sifry je nejstarsi sifrovaci zafizeni: skytdla. Jedna se
o htl s urc¢itym obvodem, na niz se namotal prouzek kiize, na kterém byla zprava
zapsana. Po sejmuti ktize z hole jsou ptvodni znaky zpravy posunuty o urcity
pocet mist v zavislosti na obvodu hole. Zprava mohla byt tedy opét prectena jen
na holi o stejném obvodu.

Prikladem substitucni Sifry je tzv. Caesarova Sifra. Jedna se o Sifru, ve které
kazdé pismeno zpravy bylo nahrazeno pismenem stojicim v abecedé o 3 mista za
nim. Rozdilem oproti transpozi¢ni sifie je, ze kazdé pismeno pivodni zpravy je
nahrazeno jinym, které ptivodni zprava neobsahuje.

ASYMETRICKE SIFRY
Pri asymetrickém Sifrovani si odesilatel nejprve vyzada verejny kli¢, kterym
zpravu zaSifruje. Adresat nasledné dorucenou zasifrovanou zpravu desifruje svym
soukromym klicem, ktery je k vefejnému kli¢i komplementarni.

Prikladem asymetrické sifry je Sifrovani RSA.

DELITELNOST

Definice 1 (Délitelnost). Mé&jme cel4 éisla a, b, kde b # 0. Rikame, ze b déli a
(nebo také b je délitel a, nebo také a je nadsobkem b) pravé tehdy, kdyz existuje
celé cislo k takové, ze
a=10b-k.
Skutecnost, ze b déli a symbolicky zapiSeme: b | a.
(Gasova narocnost: 5 min)
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Véta 2 (Déleni se zbytkem). Necht jsou ddna libovolnd ¢isla a € Z a m € N,
m # 0. Potom lze najit pravé jednu dvojici cisel ¢ € Z a r € Ny tak, Ze plati
vztahy:

a=m-q+r, 0=r<|m|. (1)

(Gasova narocnost: 5 min)
Obecnéjsi vétu i s jejim dikazem lze nalézt v knize [2] na strandch 86-87.

2 v 2

Definice 3 (Cela dolni ¢ast ¢isla). Celou dolni ¢asti realného ¢isla r nazveme
celé ¢islo z splnujici:
z<r<z+1

Celou dolni ¢4st ¢isla r budeme znacit [r].
(Casova naroc¢nost: 5 min)
Priklad 4. Urcete celou dolni ¢ast ¢isla:

(a) [8.6] (b) [7] (©) | (d) V_SJ

O

(Gasova narocnost: 5 min)

MODULARNI ARITMETIKA

Definice 5. Necht a € Z, r € Ng, m € N. Zbytek r po déleni ¢isla a cislem m
budeme znagcit
r = a (modm).

(Casova naroc¢nost: 5 min)

Véta 6. Necht a € Z, m € N. Potom zbytek po déleni cisla a cislem m je

a (modm) =a—m- {%J
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Dikaz. Podle véty 2 plati: a = m-q+r, kde ¢ € Z a pro zbytek po déleni r plati:
0 < r < m. Potom

a(modm):a—m-{nga—m- mae, T =a—m-q=r.
m m m

—

0S5 <1
q
O
(Gasové naro¢nost: 10 min)
198

Naptiklad 198 (mod 13) = 198 — 13 - \‘1—3J =198—-13-156=3

Priklad 7. Vypocitejte:
a) 36 (mod7) =

b) 1256 (mod12) =
Reseni.

(a) 36 (mod7) =36 —7- f’—fJ =36-7-5=1

12
(b) 1256 (mod12) = 1256 — 12 {?‘E’GJ —1256—7-104=8

O
(Gasové naro¢nost: 10 min)

Véta 8 (Euklidav algoritmus). Necht a1, as jsou prirozend cisla. Pro kaZdé
n > 3, pro které an,_1 # 0 oznaéme a, = an—2 (moda,_1). Pak po konecném
poctu kroku dostaneme ap = 0 a plati:

ap—1 = NSD(CLQ7 al).

(Gasové naro¢nost: 10 min)
Dtikaz véty lze najit napiiklad v knize [3] na strandch 28-29.

Piiklad 9. Pomoci Euklidova algoritmu (obr. 2) naleznéte NSD(6 840, 6 426).
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ap > o

(12:0

ne ano

Aj—2 < A1, Aj—1 < A2

0= aia(mod o)

ne a; = 0 ano K

onec

L Q-2 < Qj—1,0i—1 < Q4

Obr. 2: Schéma Euklidova algoritmu

N}

63840 = 1-6426 +414
oo Tyt ot
414 =1-216 4+ 198
216 =1-198 + 18

198 =11-18+0

,-\,-\,-\,-\,-\
(=) =~
= L D = =

NSD(6 426, 6 840) = 18.
O

(Gasova narocnost: 10 min)
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Véta 10 (Rozsifeny Euklidtv algoritmus). Pro libovolnd prirozend éisla
ay, ay existuje nejuétsi spolecny délitel NSD(az, a1) a pritom existuji celd cisla
al,aly tak, Ze

ay - ay + as - al, = NSD(az, ay).

(Gasova narocnost: 5 min)
Dtikaz véty lze najit naptiklad v knize [3] jako Lemma 1.21 a Lemma 1.22 na
stranach 34-35.

Piiklad 11. Pomoci rozsifeného Euklidova algoritmu naleznéte ¢isla af a ab,
pro ktera plati:

aj - 6840 + al, - 6420 = NSD(6 420, 6 840).

Reseni. VyuZijeme postup hleddni NSD(6 420, 6 840) z ptikladu 9. Z rovnosti 5
vidime, ze NSD(6 426, 6480) = 18 a vyjadiime jej jako

18 =216 — 1 198. (7)

7 rovnosti 4 vyjadiime
198 =414 —1-216

a dosadime do rovnosti 5. Obdrzime
18 = 216 — (414 — 1 -216)
18 = —414 + 2 - 216. (8)

Z rovnosti 3 vyjadiime
216 = 6426 — 15-414

a dosadime do rovnosti 8. Obdrzime

18 = —414 42 (6426 — 15 - 414)
18 = 26426 — 31 - 414. (9)

7 rovnosti 2 vyjadiime
414 =6840—1-6426

a dosadime do rovnosti 9. Obdrzime

18 = 26426 — 31 - (6840 — 1 6426)
18 = —31-6840 + 33 - 6426. (10)

O

(Gasova narocnost: 15 min)
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KONGRUENCE

Definice 12 (Kongruence). Méjme piirozené ¢islo m a cela ¢isla a, b. Rikdme,
ze Cisla a a b jsou kongruentni modulo m praveé tehdy, kdyz jejich rozdil je délitelny
Cislem m.

a=0b(modm)<m| (a—D>)

(Gasova narocnost: 5 min)
Priklad 13. Rozhodné, zda plati nasledujici kongruence.
(a) 93 =21 (mod6) (c) 785 =105 (mod 17)
(b) 312 =1204 (mod 222) (d) 986 = 9137 (mod 627)

Reseni. Kongruence ovéiime z definice 12 a véty 2.

(a) 93-21=72=6-12+0 ANO
(b) 312 — 1204 = —892 = 222 - (—5) + 218 NE
(c) 785 — 105 = 680 = 17- 40 + 0 ANO
(d) 986 — 9137 = —8151 = 627 (—13) + 0 ANO

O

(Gasova narocnost: 5 min)

Véta 14. Relace kongruence modulo m je relaci ekvivalence na mnoziné celych
cisel. Tedy pro vsechna celd ¢isla a,b,c a pro kazdé prirozené c¢islo m plati:

1. a = a (modm) (reflexivnost),

2. a=0b (modm) = b=a (modm) (symetrie),
3. a=b (modm)Ab=c (modm) = a=c (modm) (tranzitivnost).

(Casova naroc¢nost: 5 min)
Vétu i s jejim dikazem lze nalézt v knize [3] na stranach 122 a 123.

Definice 15 (Zbytkova t¥ida). Necht je dano prirozené ¢islo m a celé ¢islo a.
Potom zbytkovou tfidou modulo m nazveme mnozinu

[a]m ={2€Z|z=a (modm)}.
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e V pripadé, kdy je zfejmé, Ze se jedna o zbytkovou tfidu modulo m, pouzijeme
misto oznaceni [a],, pouze [a].

e Mnozinu vSech zbytkovych tiid modulo m oznacime Z,,.
Napftiklad [2]; ={...,—12,-5,2,9,16,23,30,37,44,.. .}

7| (16 — 44)
7| (-28)...

(Gasova narocnost: 5 min)
Véta 16. Méjme cisla m,n a ¢isla a, b, c,d. Plati:
1. a=b (modm)Ac=d (modm)=a+c=b+d (modm),
2. a=b(modm)ANc=d (modm)=a-c=b-d (modm).
Napiiklad 2 = 7 (mod 5) a 6 = 11 (mod 5). Potom:

24+6=7+11 (mod5) 2-6=7-11 (mod5)
8=18 (mod5) 12="77 (mod 5)
3=3 (mod5) 2=2 (mod5).

(Gasova narocnost: 10 min)
Piiklad 17. Dokazte, Ze posloupnost (v desitkovém zapise)
11,111,1111,11 111,. ..
neobsahuje zddnou druhou mocninu.
Reseni. Nejprve si véimnéme, ze ¢islo 11 lze zapsat jako
11=4-2+3 =3 (mod4).

Vsechna ostatni ¢isla z posloupnosti lze zapsat jako soucet cisla 11 a ¢isla, které
je nasobkem ¢isla 100, tedy cisla, které je bezezbytku délitelné ¢islem 4.

111=100+11=4-254+4-2+3 = 3 (mod4)
1111 =1100+11=4-275+4-2+3 = 3 (mod 4)
11111 =11100+11=4-2775+4-2+ 3 = 3 (mod4) atd.
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Daéle dokazeme, ze zadna druhd mocnina nemuze byt kongruentni s c¢islem 3
modulo 4. Zvolme vhodné reprezentanty ze zbytkovych tfid modulo 4. Naptiklad
0 € [0]4, 1 € [1]4, 2 € [2]4, 3 € [3]4. Plati:

02 =0=0 (mod4) 12=1=1 (mod4)
22 =4 =0 (mod4) 32=9=1 (mod4).
Odtud je vidét, ze zadné ¢islo nasi posloupnosti nemize byt ¢tvercové. O

(Gasova narocnost: 15 min)

Definice 18 (Multiplikativni inverze). Multiplikativni inverzi ¢isla a v mo-
dulu m nazveme kazdé o, pro které plati:

a-a"!' =1 (modm).
(Casova naroc¢nost: 5 min)

Podivejme se nyni na tabulku 1, kde nalezneme multiplikativni tabulky mo-
dulo 5 a modulo 6.

Tabulka 1: Multiplikativni tabulky

[of[o[1[2[3[4]5]
[of[of1[2]3][4] 0]0][0][0[00]0
010]0]010|0 1012|345
10|11 12]3]|4 21101241024
210121413 3101303014
310131412 4110141210142
4110141321 5 0151413 2]|1

(a) Modulo 5 (b) Modulo 6

Tabulky ziskdme postupnym nasobenim c¢isel v zdhlavi a prepoc¢tenim vy-
sledného sou¢inu v daném modulu. V tabulce la vidime, ze kazdy prvek méa
multiplikativni inverzi. V tabulce 1b si mizeme vsimnout, ze existuji ¢isla, ktera
multiplikativni inverzi nemaji. Konkrétné se jedna o cisla 2, 3 a 4, tedy cisla,
kterd jsou s modulem 6 soudélna. Modul 5 je prvociselny a zadné z ¢isel v zahlavi
s nim soudélné byt nemiize. Skutecné plati, ze prvek a ma multiplikativni inverzi
a~! pouze, pokud je s modulem m nesoudélny. Proto miizeme multiplikativni
inverzi ! ¢sla a modulo m nalézt pomoci rozsifeného Euklidova algoritmu, jak
je znazornéno v nasledujicim prikladu.
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Priklad 19. Pokud existuje, naleznéte multiplikativni inverzi ¢isla 119 modulo
1881. Vyuzijte rozsiteny Euklidiv algoritmus.

Reseni. Nejprve pomoci Euklidova algoritmu ovétime, ze NSD(119,1881) je ro-
ven ¢islu jedna, a tudiz jsou ¢isla 119 a 1881 nesoud€élna.

1881 = 15-119 + 96
119 =1-96+ 23

96 =4-23+4
23 =5-4+4+3

=1-3+1
3=3-1+0

Skutecné tedy plati, ze NSD(119,1881) = 1. Nyni pouZijeme postup z pfi-
kladu 11.
1=4-1-3=4-1-(23-5-4)
1=-1-234+6-4=-1-234+6-(96—4-23)
1=6-96—25-23=6-96—25- (119 — 96)
1=-25-119431-96 =-25-119+31- (1881 — 15-119)
1 =231-1881—-490-119
7 posledni rovnosti vidime, ze plati

119 - (—490) = 1 (mod 1881)

a Cislo —490 je hledana multiplikativni inverze. O
(Gasové naro¢nost: 15 min)

V dalsim textu vsak budeme casto potrebovat nalézt kladnou multiplikativni
inverzi. To provedeme tak, ze k zaporné multiplikativni inverzi, kterd nam vysla,
pricteme modul.

Zkusme to ovérit na cislech, kterd nam vysla v prikladu 19.

Priklad 20. Naleznéte kladnou multiplikativni inverzi ¢isla 119 modulo 1881,
kdyz vite, ze plati:
—490-119 = 1 (mod 1881).

Reseni. Kladnou multiplikativni inverzi obdrzime souctem

—490 4 1881 = 1 391.
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Pokud se skutec¢né jedna o multiplikativni inverzi, mizeme psat:

1391119 = 1 (mod 1881)
165529 = 1 (mod 1881).

Podle definice 12 plati:

1881 | (165529 — 1)
1881 | (165 528).

A podle véty 1 muzeme psat
165528 = 88 - 1881 + 0.
Cislo 1391 je tedy skuteéné multiplikativni inverzi ¢isla 119 modulo 1881. O

(Casova naroc¢nost: 5 min)

SIFROVANI RSA

Néazev RSA je odvozen z iniciali objevitelti algoritmu (Rivest, Shamir, Adelman).
Jedna se o asymetrickou Sifru, kterd k zasifrovani zpravy vyuziva vefejny kli¢
(e,m) a k jejimu desifrovani vyuziva jiny, soukromy k1i¢ (d, m).

Velkéd vyhoda asymetrickych Sifer spo¢iva pravé ve vyuziti raznych kli¢a k za-
sifrovani a desifrovani zpravy. Odpada tim potifeba distribuovat kli¢ bezpeénym
kanélem.

Definice 21 (Eulerova funkce ¢). Pro kazdé pfirozené ¢islo n udédva Eulerova
funkce ¢(n) pocet vSech ptirozenych ¢isel k takovych, ze 1 < k =< naNSD(k,n) =
=1

Plati:
° (1) =
e ©(p) = p— 1 pro p prvodcislo,
e o(p-q)=¢() - -v(qg) =(p-—1)-(¢—1), pro p, ¢ nesoudélna,
e o(p™) = (p—1)-p™ ! pro p prvoéislo a m ptirozené éslo.

(Gasova narocnost: 5 min)
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Priklad 22. Urcete hodnoty Eulerovy funkce.

L oo(7) =

2. ¢(95) =

3. p(675) =
Reseni.

1. p(M=7—-1=6

2. 0(95) =p(5-19) =¢(B) - p(19)=(5—-1)-(19-1)=4-18=172

3. p(675) = p(3%-5%) = ©(3%) - p(5%) = (2-3%) - (4-5') = 18- 20 = 360

O

(Gasova narocnost: 5 min)

Véta 23 (Eulerova véta). Necht a,m € N a NSD(a, m) = 1. Potom

a®™ =1 (modm),

kde o(m) je Eulerova funkce.

(Gasové naroénost: 10 min)
Vétu i s jejim diikazem lze najit v knize [3] na strandch 142-143.

Véta 24. Necht a,k,l,m € N, a,m > 1. Ddle méjme mnoZiny:
C={c€Zm|3jeN:c=a’ (modm)}, ICl =g
D={d€Zy,|3jeNd=a’ (modm)}, |D| = 1.

Oznacéme q = g — i, potom

[(Vk,1 > i)(a" = a' (modm))] « [k =1 (modq)].

Diikaz. Budeme-li postupné piepoéitavat mocniny ¢’ v modulu m, ziskdme mno-

zinu C' ruznych zbytka. Pocet téchto zbytku bude g < m.

Muze se stat, ze neékteré z téchto zbytka obdrzime pouze jednou. Tyto zbytky

tvoii mnozinu D. Pocet zbytkid z mnoziny D muze byt i nulovy a oznacime jej i.

Bude tedy existovat ¢ = g — ¢ rtiznych zbytk, které budeme stéale ziskavat.
Ziejmé tedy pro prvni zbytek, ktery ziskdme dvakrat, bude platit:

a = oD+ (mod m). (11)
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1. Nejprve dokazeme, ze g zbytkd z mnoziny C' se bude pravidelné opakovat.
Ditikaz provedeme matematickou indukci vzhledem k n € N a budeme doka-

zovat
alFDHn = (HDFnta (10d ). (12)
(a) Necht n =0.
aHDF0 = ((HDF0+a (1od m)
ot = 4(@+1)+a (mod m).

Vidime, ze posledni kongruence je stejna jako kongruence 11.

(b) Piedpokladejme nyni, ze n > 0 a ze aHFn = ((FD+4a (1n6od m). Po-
tom kongruenci T+l = (1) +n+1+g (mod m) upravime a ukazeme,
7e rovnéz plati.

a(i+1)+n+1 = a(i+1)+n+1+q (modm)

a(i+1)+n a(i+1)+n+q ‘a (

ca = mod m)

Posledni kongruence plati podle indukéniho predpokladu a véty 16.2. Tim
jsme dokéazali platnost kongruence 12.

2. Déle necht s € Z,, a t,u € Ng, t < u. Dokdzeme, zZe
qlitDtstta = (i) +stuqg (mod m). (13)
Podle véty 2 mizeme libovolné n z kongruence 12 vyjadrit jako
n=s+t-q.
Obdrzime tak
a(i+1)+s+t~q = a(i+1)+s+(t+1)~q (mod m)

Dosadme ¢ = 0 a postupnym nasobenim obou ¢lentt kongruence podle
véty 16.2 ¢islem a? obdrzime

aAD+s5H00 = (i D+s 414 (164 )

@D Hst1a = (D +s42:4 (164 )

aFD+sH20 = (D Fs439 (10 1) (14)
@t Fstu—1a — (FD+stu - (;mod m).

Opakovanym pouzitim véty 14.3 na kongruence 14 obdrzime kongruenci 13.
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3. Nakonec budeme dokazovat nasledujici implikace.

a® = a' (modm) = k=1 (modq) (15)

k=1 (modq) = a" = da' (modm) (16)
Bez Gjmy na obecnosti mtizeme vyjadrit
E=(@{+1)+s+t-q
l=(0{+1)+s+u-q
(a) Nejprve ukdzeme platnost implikace 15. Pfepiseme ji do tvaru
Ut DFstta = (i) +stuq (modm) =
(i+1)+s+t-g=(G+1)+s+u-q (modg). (17)

Leva strana implikace plati podle kongruence 13. Pravou stranu implikace
mizeme podle definice 12 prepsat jako

gl [G+1)+s+t-q—[G+1)+s+u -q]
q|(t—u)-q
Posledni vyraz plati podle definice 1.
(b) Déle ukdzeme platnost implikace 16. Pfepiseme ji do tvaru
(t+1)+s+t-g=(+1)+s+u -¢g(modg) =
alitDtstta = () +stu - (modm). (18)
Platnost levé strany implikace jsme ukazali v predchozim pripadé jako

pravou stranu implikace 17. Prava strana implikace plati podle kongru-
ence 13.

O
(Gasova narocnost: 20 min)
Piiklad 25. Uréete zbytek po déleni &isla 3235842671 gislem 15. Pouzijte vétu 24.
Reseni. Nejprve budeme postupné pocitat 3/ (mod 15), abychom uréili i a q.
3! = 3 (mod 15)
32 =3.3=9 (mod 15)
33 =9-3=27=12 (mod15)
3% =12-3=36=6 (mod 15)
3° = 6-3=18=3 (mod 15)
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Odtud je vidét, ze 3' = 3° (mod 15). Existuji tedy ¢ty¥i zbytky, které se perio-
dicky opakuji {3,9,12,6},¢g=4ai=0.
Podle véty 6 uréime 235842671 (mod4).

235842671
235842671 (mod4) = 235842671 —4 - L%J
235842671 (mod4) = 235842671 — 4 - 58 960 667
235842671 (mod4) = 235842671 — 235842 668
235842671 (mod4) = 3

Podle véty 24 tedy plati
3235842671 = 33 = 12 (mod 15).
O

(Gasova narocnost: 15 min)

PosTuP SIFROVANT RSA

Predstavme si situaci, ve které potfebujeme adresatovi bezpecné odeslat zpravu z.
Adresét tedy vygeneruje sadu kli¢t. Vefejny kli¢ (e, m) a soukromy kli¢ (d, m),
pricemz pro koeficienty e a d plati

e-d=1 (modp(m)). (19)
Nésledné nam sviij vefejny kli¢ (e, m) zasle. Zpravu z zasifrujeme jako

z¢ = ¢ (modm)

a adresatovi bezpecné zasleme zpravu c. Adresat obdrzi zpravu c a desifruje ji
pomoci svého soukromého klice jako

¢t =2z (modm). (20)
Nyni zdtivodnime kongruenci 20.
Dikaz. Protoze plati

¢ = z° (modm)

¢ = (29% = 2%? (modm),
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ukézeme, ze

2% = 2z (modm).

Kongruenci 19 mizeme podle definice 12 prepsat jako
p(m) | (e-d—1).
Podle definice 1 existuje k € Z tak, ze

om)-k=e-d-1
em)-k+1=e-d

Podle véty 23 mizeme psat
2#0m) =1 (mod m).

Podle véty 16.2 mtuzeme psat

2P pe(m) e = 1.1 1 (modm)
L k
She(m) — 1 (mod m)
SRelm) o — 1., (mod m)
Zk-tp(m)+1 = 2 (modm).

Dosadme podle rovnosti 22 za k - ¢(m) + 1 vyraz e - d. Mizeme psat

et = sed = ()4 = ¢d = 7 (modm).

TVORBA KLICOVEHO PARU

Priklad 26. Vygenerujte sadu kli¢t podle navodu.

1. Zvolte ,neptilis blizka“ prvocisla p a q.
Reseni. p=11,q¢=13
2. Spocitejte modul sifrovaci a deSifrovaci transformace, m = p - q.
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Reseni
m=p-q
m = 11-13
m = 143
|
. Vypocitejte Eulerovu funkci pro m, p(m).
Resen.
©(143) = p(11-13) = (11) - (13) = 10 - 12 = 120
O

. Zvolime Sifrovaci exponent ¢ takovy, Ze
1 <e< (m) ANSD(e,p(m)) = 1.
Pouzijte Euklidiv algoritmus.

Reseni. Zvolme napiiklad gifrovaci exponent e = 17.

Protoze e = 17 jsme zvolili prvociselné, je zfejmé, ze NSD(17,120) = 1, ale
vypocty z Euklidova algoritmu budeme potiebovat v nasledujicim tkolu.

120 =7-17+1
17=17-1+0

O

. Dopocitejte desifrovaci exponent d tak, aby d bylo multiplikativni inverzi
k e modulo ¢(m),
d-e=1 (modg(m)).

Reseni. K nalezeni multiplikativni inverze ¢isla e modulo ¢(m) pomoci rozsi-
feného Euklidova algoritmu vyuzijeme vypocty z predchoziho tikolu a postup
z prikladu 11.

1=120-7-17
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Multiplikativni inverze ¢isla 17 modulo 120 je tedy —7. K dalsim vypoctim
vsak budeme potrebovat kladnou multiplikativni inverzi, kterou nalezneme
podle prikladu 20.

—7+120=113

Nakonec ovérime, ze ¢islo 113 je multiplikativni inverzi ¢isla 17 modulo 120.

113-17 = 1921
1921 =16-120+1

Desifrovaci exponent d = 113. O

Ziskali jsme tedy sadu kli¢a. Vefejny kli¢ (17,143) a soukromy kli¢ (113, 143).

(Gasova narocnost: 20 min)

Priklad 27. Ovéite, Ze vygenerované klice funguji.

1.

2.

112

Vygenerovanym vefejnym klicem zaSifrujte ¢islo 5. Vyuzijte kongruenci
= 5° (modm) a vétu 24.

Resent

5' =5 (mod 143) 57=47 (mod 143) 5 =70 (mod 143)
52 =25 (mod 143) 53=92 (mod 143) 5" =64 (mod 143)
53 =125 (mod 143) 57=31 (mod 143)  5'° =34 (mod 143)
5* =53 (mod 143) 5'9=12 (mod 143)  5'® =27 (mod 143)
5°=122 (mod 143)  5''=60 (mod 143)  5'7=135 (mod 143)
( )

55 =38 (mod 143) 512 =14
O

Vysledek desifrujte soukromym klicem. S vyuzitim véty 24 ovéite kongruenci
= ¢4 (modm).

Resend.
135" =135 (mod 143) 1358 =27 (mod 143 135 =34 (mod 143
1352 =64 (mod 143) 1352 =27 (mod 143

27 ( ) ( )

( ) 135'° =14 (mod 143)
135 =60 (mod 143) 1351 =12 (mod 143) 135'7=31 (mod 143)
135* =92 (mod 143) 135" =47 (mod 143) 135'® =38 (mod 143)
135° =122 (mod 143) 1352 =53 (mod 143) 1359 =125 (mod 143)
135% =25 (mod 143) 135" =5 (mod 143) 1352 =1 (mod 143)
135" =86 (mod 143) 135 =103 (mod 143)
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Podle véty 24 je g = ¢ = 20, ¢ = 0.

113
113 (mod 20) = 113 —20- {Q—OJ =113-20-5=13

113 = 13 (mod 20) = 135'"* = 135'3 = 5 (mod 143).

O

(CGasova narocnost: 15 min)

SIFRATOR A DESIFRATOR

Jednad se o pocitacové programy, které nalezneme pod nazvy ,Sifrator"
a ,Desifrator®, v dal$im textu je vSak budeme nazyvat Sifrator a Desifrator.

Symboly pouzité v programech pro piehlednost uvadime v tabulce 2. Sifra-
tor si po spusténi vyzada zadani verejného klice a zpravy, kterou ma zasifrovat.
Zpravu v programu zapisujeme bez diakritiky a jednotliva slova oddélujeme sym-
bolem ,,_“. Nepouzivime mezernik.

Nasledné program postupné po jednom precte symboly, které zprava obsahuje
a nalezne je v tabulce 2. Nahraje index ¢teného symbolu a podle véty 24 je
prepocita jako

index® = ¢ (modm).

Kazdé ziskané ¢islo pak vypise na vlastni fadek v poznamkovém bloku a ulozi
jej pod nazvem ,zasifrovana zprava“. Na prvni fadek vSak zapise verfejny klic,
kterym byla zprava zasifrovana. Tuto informaci budeme potiebovat pri feseni
posledniho tkolu.

Poznamkovy blok se zaSifrovanou zpravou lze adresatovi zaslat pomoci e-
mailu, socidlnich siti nebo ji muzeme predat na externim disku. Adresat, ktery
zasifrovanou zpravu prijme, ji ulozi do slozky s Desifratorem a program spusti.
Program si vyzada zadani adresatova soukromého kli¢e. Nasledné zacne po fad-
cich nacitat ¢isla ze zaSifrované zpravy a opét podle véty 24 provede vypocet

¢! = index (modm).
Néasledné v tabulce 2 nalezne pfislusny index a symbol vypise.

Ptiklad 28. Obdrzenym vefejnym klicem zaSifrujte zpravu pomoci Sifratoru.
Vygenerovany poznamkovy blok odeslete adresatovi.

Reseni. Obdrzeli jsme vetejny kli¢ (17,437). Spustime program Sifrator. Zobrazi
se nasledujici instrukce.
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Tabulka 2: Tabulka symbolia
index 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
symbol 1 213|145 |67

index |10 | 11 |12 | 13 |14 | 15| 16 | 17 | 18 | 19
symbol | 9 0 a | b | c d | e f g | h

index |20 | 21 | 22 |23 |24 | 25|26 |27 | 28 | 29
symbol | i j k l {m|n|o|p]|q r

index |30 |31 |32]33|34|35|36]|37]|38]|39
symbol | s t ul|v|iw| x|y |z |A]|B

index | 40 | 41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49
symbol | C | D | E | F |G| H| I J | K|L

index | 50 | 51 | 52 | 53 | 54 | 55 | 56 | 57 | 58 | 59
symbol | M | N| O | P | Q| R|S|T|U]|V

index | 60 | 61 | 62 | 63 | 64 | 65 | 66 | 67 | 68 | 69

symbol | W | X | Y | Z , . ? ! - |+
index | 70 | 71 | 72 | 73 |74 |75 |76 | 77 | 78 | 79

symbol | — | « | /| $ | < |>1] (1) [ | ]
index | 80 | 81 | 82 | 83 | 84 | 85 | 86 | 87 | 88 | 89

symbol | { | } | =] °~ e -

e Zadej mensi clen verejneho klice a stiskni Enter:
Zadame cislo 17.

e Zadej vetsi clen verejneho klice a stiskni Enter:
Zadame cislo 437.

e Zade]j zpravu:
1. bez diakritiky

2. mezeru zapis znakem:._

3. stiskni Enter

Zadame zpravu: The_Beacons_of Minas Tirith! _The Beacons_are_
1lit!_Gondor_calls_for_aid.

Program prepocita jednotlivé znaky a vysledna cisla zapise do poznamkového
bloku. Situace je znazornéna na obrazcich 3 a 4. O

(Casova naroc¢nost: 10 min)
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0 E:\Letni Skola 2021\Programy\Sifrator.exe — = “

clen verejneho klice a stiskni Enter: 17
i clen verejneho klice a stiskni Enter: 437
vus
diakritiky
. mezeru zapis znakem:_
. stiskni Enter
}1e_Beacons_of_Hinas_Tirith!_T}le_Beacon§§a1~e_lit!_Gondor_call
H 1

Prevedeny: 57, Zasifrovany
Prevedeny:
Prevedeny:
Prevedeny:
Prevedeny:
Prevedeny:
Prevedeny:
Prevedeny:
Prevedeny:
Prevedeny: Zasifrovany:

Obr. 3: Zasifrovani zpravy Sifratorem

E zasifrovana_zprava — Poznamkovy blok — O n

Soubor Upravy Format Zobrazeni Napovéda
verejny klic: (17,437) A
152

Obr. 4: ZaSifrovana zprava

Priklad 29. Od odesilatele obdrzite zpravu. DeSifrujte ji pomoci Desifratoru
svym soukromym klicem.

Reseni. Zprava je znazornéna na obrazku 5. Spustime program Desifrator. Zob-
razi se nasledujici instrukce.

e Zadej mensi clen soukromeho klice a stiskni Enter:
Zadame ¢islo 113.

e Zade]j vetsi clen soukromeho klice a stiskni Enter:
Zadame cislo 143.

Nasledné se zobrazi desifrovand zprava. Situace je znazornéna na obrazku 6. O

(Gasova narocnost: 10 min)
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Piiklad 30. Zachytili jste cizi zpravu v poznamkovém bloku. Na prvnim fadku
zpravy naleznete vefejny klic. Pfepocitejte jej na soukromy kli¢ a zpravu desif-

| zasifrovana_zprava — Poznamkovy blok

Soubor Upravy Format Zobrazeni Napovéda
verejny klic: (17,143)

Obr. 5: ZaSifrovana zprava

0 E:\Letni $kola 202 1\Programy\Desifrator.exe

Desesifrovaci program

[Zadej mens oukromeho klice a
[Zadej vetsi clen soukromeho klice a

Desif rovana zprava:

And_Rohan_will_answer.
ress any key to continue . . .

Obr. 6: DeSifrovand zprava

rujte pomoci Desifratoru.

Reseni. Zprava je znazornéna na obrazku 7. Z prvniho fadku zpravy vidime, ze
byla zasifrovéana vefejnym kli¢em (23, 143). Musime tedy provést faktorizaci ¢isla

ol

143 a urcit multiplikativni inverzi ¢isla 23 modulo ¢(143).

Potom

143 =11-13

©(143) = 10 - 12 = 120.

Dale pouzijeme Euklidiv algoritmus pfi hledani NSD(23, 120).
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zasifrovana_zprava — Poznamkovy blok ~ — o n

Soubor Upravy Formédt Zobrazeni Napovéda

verejny klic: (23,143) A

80

Obr. 7: Desifrovana zprava

clen soukromeho klice a stiskni Enter: 47
[Zadej vetsi clen soukromeho klice a stiskni Enter: 143

Desif rovana zprava:

ISix_thousand_spears._Less_than_half_of_what_I’d_hoped_for.
[Press any key to continue . . .

Obr. 8: DeSifrovana zprava

23 =5-4+3
5=1-3+2
3=1-2+1

Dale ur¢ime multiplikativni inverzi podle prikladu 19.
=3-2

=3-(5-3)=-5+2-3
=-542-(23-4-5)=2-23-9-5
=2:23-9-(120—-5-23) = —9-120+47-23

[ T

Multiplikativni inverze ¢isla 23 modulo 120 je tedy 47. Nyni mizeme zpravu
desifrovat pomoci Desifratoru. Situace je znazornéna na obrazku 8. O

(Casova naroc¢nost: 20 min)
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ZAVER

Seminéafte Sifrovani RSA se zucastnilo t¥indct déti, jedenéct z nich studovalo gym-
nazium, dvé dalsi studovaly jinou stfedni skolu. Z toho ¢tyri ukoncily druhy
roénik, Sest ukoncilo tieti ro¢nik a t¥i ukondcily étvrty roénik. Uéastnici vyplnili
zavéreény dotaznik nasledovné.

DATA Z DOTAZNIKU

Priklad 4  vyfesilo samostatné: 12,
samostatné nevyresilo, ale uziti definice 3 pochopilo: 1,
samostatné nevyresilo a uziti definice 3 nepochopilo: 0.
Priklad 7  vyftesilo samostatné: 13,
samostatné nevyresilo, ale uziti véty 6 pochopilo: 0,
samostatné nevyresilo a uziti véty 6 nepochopilo: 0.
Piiklad 13 vyfeSilo samostatné: 12,
samostatné nevyrtesilo, ale uziti definice 12 pochopilo: 1,
samostatné nevyresilo a uziti definice 12 nepochopilo: 0.
Priklad 19 NSD samostatné urcilo: 12,
NSD samostatné neurcilo, ale uziti Euklidova algoritmu pochopilo:
1,
NSD samostatné neurcilo a uziti Euklidova algoritmu nepochopilo:
0,
multiplikativni inverzi samostatné urcilo: 8,
multiplikativni inverzi samostatné neurcilo, ale uziti Euklidova al-
goritmu pochopilo: 5,
multiplikativni inverzi samostatné neurcilo a uziti Euklidova algo-
ritmu nepochopilo: 0.
Priklad 22 vyftesilo samostatné: 8,
samostatné nevyresilo, ale uziti véty 21 pochopilo: 5,
samostatné nevyresilo a uziti véty 21 nepochopilo: 0.
Priklad 25 vyftesilo samostatné: 8,
samostatné nevyrtesilo, ale uziti definice 24 pochopilo: 4,
samostatné nevyresilo a uziti definice 24 nepochopilo: 1.
Priklad 26 samostatné vygenerovalo a princip generovani kli¢t pochopilo: 10,
samostatné nevygenerovalo, ale princip generovani kli¢t pocho-
pilo: 3,
samostatné nevygenerovalo a princip generovani kli¢ti nepocho-
pilo: 0.
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Priklad 27 pfi ovéfovani sady kli¢t princip Sifrovani RSA pochopilo: 13,
prii ovéfovani sady kli¢t princip Sifrovani RSA nepochopilo: 0.
Na zakladé odpovédi z dotazniku se zdé, ze zadané tikoly ti¢astniktim seminaie
necinily velké potize. Je vSak nutné podotknout, Ze se nejedné o reprezentativni
vzorek bézné ttidy.

PODEKOVANT

Dékuji PhDr. Magdalené Kratké, Ph.D., za to, Ze mi umoznila na letni skole
vystoupit a téma ovérit v praxi.

Dale dékuji Be. Pavliné Matysové za zapujceni notebookt, na kterych jsme
s détmi mohli provadét sifrovani a deSifrovani zprav.
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GEOMETRICKA KONSTRUKCE LOMENEHO PAPRSKU

Tomas Vlasak

ABSTRAKT

Pri lomu na rozhrant dvou optickych prostredi lze lomeny paprsek najit vypoctem ze
Snellova zdkona. Prispévek ukazuje, jak lze uhel lomu a tim padem i lomeny paprsek
najit ¢isté geometricky bez nutnosti vypocti ze Snellova zdkona.

KLiGOVA sLovA: Snelliv zdkon, lomeny paprsek, geometrickd optika.

UvoD

Sledujme paprsek svétla dopadajici na rozhrani dvou prostiedi s jinymi optic-
kymi vlastnostmi. Po dopadu paprsku na rozhrani pozorujeme jednak odrazeny
paprsek, za urcitych okolnosti téz lomeny paprsek.

Pro popis chovani dopadajiciho paprsku je klicova rychlost, s jakou se svétlo
pohybuje v obou dvou prostfedich. Rychlost sifeni svétla v prostfedi je charak-
terizovana veli¢inou index lomu n, ktera udava, kolikrat je rychlost svétla ve
vakuu ¢ vétsi nez rychlost svétla v daném prostiredi v:

c
n= —.
v

Kolmice dopadu je prfimka kolmé na optické rozhrani prochézejici bodem,
v némz se dopadajici paprsek rozhrani dotjka. Uhel dopadu « je poté tihel, ktery
svira dopadajici paprsek s kolmici dopadu. Uhel odrazu o je tihel, ktery svira
odrazeny paprsek s kolmici dopadu. Podle zdkona odrazu se velikosti thlu dopadu
a thlu odrazu rovnaji, tedy o = /. Jako tihel lomu 3 se oznac¢uje tihel, ktery
svira lomeny paprsek s kolmici dopadu.

Uvazujme nyni situaci, kdy dopadajici paprsek dopadéd pod thlem dopadu «
na rozhrani dvou optickych prostiedi s indexy lomu n; a ny a do druhého prostredi
se lame pod thlem lomu (5. Index lomu a thly dopadu a lomu jsou pak svazany

Gymnéazium, Nad Stolou 1, Praha 7, tomas.vlasak@gymstola.cz

121


mailto:tomas.vlasak@gymstola.cz

ToMAS VLASAK

vztahem, ktery se nazyva Snelliv zakon, a ktery se d& matematicky vyjadrit
vztahem
n1 sin a = ng sin .

Ze znamych indexd lomu a znamého thlu dopadu lze tedy pomoci Snellova
zakona dopocitat tthel lomu.

Ze Snellova zakona vyplyva, ze pro pripad kdy n; > ny muze nastat situace,
kdy je thel lomu roven 90° a lomeny paprsek by se tedy mél §ifit v roviné roz-
hrani. V této situaci fikdme, Ze nastal totalni odraz. Uhel dopadu v tomto p¥ipadé
oznacujeme jako mezni ihel dopadu a znac¢ime ho «,,. Pozorujeme pouze odra-
zeny paprsek, rovinou rozhrani se $ifi rychle utlumené evanescentni vlna. Rovnéz
pro vétsi thly dopadu nez je mezni tthel dopadu pozorujeme pouze odrazeny
paprsek. [1]

Potiz s timto pristupem k lomu svétla spociva v tom, ze Snelltv zakon ob-
sahuje goniometrické funkce a v praktickych pripadech nelze snadno vysledek
rychle spoéitat. Casto byva velmi obtizné rychle odhadnout, jak velky bude tihel
lomu nebo rozhodnout, zda nastane totalni odraz. To mtize ¢init potize, pokud
chci naptiklad rychle nac¢rtnout néjakou konkrétni situaci na tabuli.

V tomto prispévku bude vysvétlena konstrukce, kterou lze lomeny paprsek
najit bez vypoctu ¢isté geometrickym zptusobem. Konstrukce je natolik jednodu-
ché, ze ji lze provadét i ¢isté mentalné a rychle nac¢rtnout se slusnou presnosti
lomeny paprsek i v pripadé exotic¢téjsich kombinaci index® lomti dvou prostiedi.
Konstrukce je bézné popisovana ve francouzskych ucebnicich fyziky, napriklad
v [2]. Z autorovych osobnich zkuSenosti vyplyvd, Ze u nés je téméf nezndma.

POSTUP KONSTRUKCE
Geometrickou konstrukei uréenou k nacrtnuti lomeného paprsku (ptipadné roz-
hodnuti, Ze nastal totdlni odraz) lze shrnout do nasledujicich krok:

1. Prichazejici paprsek prodlouzime za rozhrani do druhého prostiedi.

2. Do pruseciku prichazejiciho paprsku a optického rozhrani umistime stired
kruZnice, jejiz polomér je tmérny indexu lomu prvniho prostiedi ny (viz ob-
razek 1).

3. Vedeme kolmici k rozhrani, kterd prochézi prusecikem kruznice s prodlouze-
nym paprskem.

4. Do pruseciku prichazejiciho paprsku a optického rozhrani umistime stfed
kruZnice, jejiz polomér je tmérny indexu lomu druhého prostiedi ng (viz
obrazek 2).
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Obr. 1: Prvni krok geometrické konstrukce Obr. 2: Druhy krok geometrické konstrukce

5. Pokud pomocné kolmice k rozhrani protind druhou kruznici, pak nenastal
totalni odraz. Prusecikem pomocné kolmice a druhé kruznice v druhém pro-
stfedi vedeme lomeny paprsek.

Obr. 3: Treti krok geometrické konstrukce

6. Pokud pomocné kolmice k rozhrani neprotind druhou kruznici, pak nastal
totalni odraz. Pokud ma pomocna kolmice s druhou kruznici pravé jeden
spoleény bod, paprsek dopada pod meznim thlem dopadu.

PROC TO FUNGUJE?

Podivejme se nyni, pro¢ tato konstrukce vlastné funguje. Vysvétleni zalozime na
obrazcich 4 a 5, na kterych jsou v konstrukci barevné vyznaceny dva pravouhlé
trojuhelniky.
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Obr. 4: Prvni nacrtek k vysvétleni kon- Obr. 5: Druhy néaértek k vysvétleni kon-
strukce strukce

7 cerveného pravouhlého trojuhelniku na obrazku 4 vyplyva, ze pro vzdale-
nost d plati
d = nysina.

Z modrého trojuhelniku na obrazku 5 pro vzdalenost d vyplyva, Ze musi byt
rovnéz rovna
d = ng sin 5.

Pokud vlozime pravé strany téchto rovnic do rovnosti, ziskame Snelltv zdkon

n1 sin a = ng sin 3.

ZAVER

V ptispévku byl shrnut postup, jak najit lomeny paprsek na zédkladé thlu dopadu
a indext lomti obou prostredi ¢isté geometrickym zptisobem.

LITERATURA
[1] Lepil, O. (2015). Fyzika pro gymndazia — Optika. Praha: Prometheus.

[2] Maurel, A. & Malbec, J. M. (2002). Optique géométrique. Rappels de cours et
exercices. Paris: Editions Belin.
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ZAKONY IDEALNIHO PLYNU

Zuzana Vlasakova

ABSTRAKT

Prispevek vysvétluje koncept idedlnitho plynu a jeho stavové rovnice. V hlavni édsti se
zabyvd historickym odvozenim této rovnice a zejména jednotlivymi diléimi zakony, které
k nému vedly.

Kri¢ovA sLova: idedlni plyn, stavova rovnice, Boyleiv zékon, Gay-Lussactiv zakon,
Charlestuv zékon.

IDEALNI PLYN

Pokusite-li se najit ve vasem okoli idedlni plyn, budete hledat marné. Jedna se
totiz, jak nazev napovida, o idealizaci, zjednoduseny model plynu realného. V ¢em
toto zjednoduseni spoé¢iva? V nasledujicich tfech vlastnostech [1]:

e Rozméry jeho molekul se povazuji za zanedbatelné.
e Kromé okamziku srazek na sebe molekuly nepiisobi silami.
e Srazky molekul jsou dokonale pruzné.

Zavedenim téchto podminek se ndm znac¢né zjednodusuji vypocty a rovnice, které
plyn popisuji. Jednoduché rovnice by nam ale nebyly k ni¢emu, kdyby se tento
model nedal pouzit k popisu redlného svéta — nastésti se ale ukazuje, Ze se ve
skutec¢nosti za vhodnych podminek vétsina béznych plynt piiblizné jako idealni
chova. Problémy nastanou, pokud se dostaneme do oblasti vysokych tlakt nebo
nizkych teplot nebo pokud bychom se snazili popsat chovani tézsich plynt, jako
jsou napft. freony.

A o jakych rovnicich popisujicich idealni plyn to vlastné mluvime? Bude se
jednat hlavné o jednu rovnici, tzv. stavovou rovnici popisujici vztah mezi tlakem,
teplotou, objemem a latkovym mnozZstvim, tedy stavovymi veli¢inami (veli¢inami
popisujicimi stav daného plynu). UkaZeme si, Ze pfestoze ma tato rovnice velmi
jednoduchy tvar, cesta k jejimu objeveni trvala zhruba 200 let a zahrnovala né-
kolik dil¢ich vysledk.

, vlasakova.zuzka@seznam.cz
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BOYLEUV ZAKON

Robert Boyle (1627-1691) byl irsky chemik a fyzik, nékdy povazovéan za ,zaklada-
tele moderni chemie® [2]. Zabyval se riznorodymi experimenty, jeho asistent byl
pritom Robert Hooke, kterého miizete znat jako autora Hookova zakona. Mimo
jiné zdokonalil vakuovou pumpu, a diky tomu mohl zkoumat vzduch pfi nizsim
tlaku. Pfitom ho nezajimal vzduch jen z fyzikdlniho a chemického hlediska, ale
napft. i fyziologicky vliv vzduchu a jeho nedostatku na zivé tvory. Na obrazu Jose-
pha Wrighta z roku 1768 (viz obrazek 1) je vidét jeden z téchto ponékud krutych
pokust.

Obr. 1: Experiment na ptaku ve vyvévé od Josepha Wrighta, 1768 [3]

Ve svém dile New Experiments Physico-Mechanical, Touching the Spring of
the Air, and its Effects z roku 1660 [4] detailné zdokumentoval 43 riznych pokust
a dva roky poté publikoval druhé vydani [5] se svou reakci na rtizné pfipominky
k jeho zavérim. V ramci jedné této reakce sepsal méreni, jehoz vysledky jsou
uvedeny na obrazku 2.
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A table of the condenfation of the air.

C

Added to 224 makes

D
291"5
301-’3'
31t}
337w
357%
37
397s
411z
447
47v%
50+%
54+
58+
61y
i
67+%
7%=
74z
771%
8243
8713
93+%

100
10717
117+%

E

7377
77+
8244
87+
93?
99~

107+
1164

AA. The number of equal
fpaces in the fhorter leg, that
contained the faine parcel of
air diverfly cxtendcs.

B. The height of the mercu-
rial cylinder in the longer
leg, that comprefied the air
into thofe dimenfions.

C. The height of the mercu-
rial cylinder, that counter-
balanced the preflure of the
atmofphere.

D. The aggregate of the two
laft columns B and C, exhi-
biting the preflure fuftain-
ed by the included air.

E. What that preffure fhould
be according to the hypo-
thefis, that fuppofes the
g;cﬁ'ures and expanfions to

in reciprocal propor-
tion.

Obr. 2: Vysledky Boyleova experimentu [5]
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Experiment provedl nasledovné [5]: pfipravil si dlouhou zkumavku, kterou na
jednom konci ohnul tak, aby jeji tvar pfipominal pismeno J. Do kazdého ramene
vlozil papir s méfitkem, jehoz nejmensi dilek byl 1/4 palce. Na za¢atku experi-
mentu nalil do zkumavky opatrné rtut tak, aby byla v obou ramenech ve stejné
vysce (tim padem byl v uzaviené ¢asti atmostéricky tlak). Sloupec A v tabulce na
obrazku 2 obsahuje vysku vzduchového sloupce v kratsim rameni, pfitom prvni
sloupec A je uvedeny v poctu dilkt stupnice, druhy sloupec A je potom v palcich.
Protoze primér zkumavky by mél byt konstantni, tento sloupec vlastné repre-
zentuje objem vzduchu. Sloupec B je vyska rtutového sloupce v delsim rameni,
reprezentuje tedy hydrostaticky tlak tohoto sloupce podle zndmého vzorce

p = hpg. (1)

Sloupec C je pak vlastné atmosféricky tlak vyjadieny jako vyska rtufového
sloupce (na zdkladé vztahu 1, pfesnou hodnotu této vysky lze jednoduse ur-
¢it dosazenim hodnoty atmosférického tlaku, hustoty rtuti a tihového zrychleni).
Sloupec D obsahuje vysledny tlak vzduchu urceny jako soucet sloupci B a C
(tedy hydrostatického a atmosférického tlaku). V sloupci E je potom vypoctena
hodnota, kterd by odpovidala tomu, ze by platil vztah

B konst.

p=— (2)

Boyle sloupce D a E ru¢né porovnaval a dospél k zavéru, ze tato hypotéza
plati. Vztah 2 ukazuje, ze za konstantni teploty je objem nepfimo tmeérny tlaku
plynu a nazjva se Boylettv zakon'.

GAY-LussacUv A CHARLESUV ZAKON

Jacques Charles (1746-1823) byl vynéalezce a fyzik, ktery ale ziejmé vlastnosti
plynt nezkoumal ¢isté z teoretického zajmu, nybrz kvili svému nadSeni do 1é-
tani balénem. Byl jeden z jeho prvnich prukopnika a v roce 1783 dokonce spolu
s bratry Robertovymi sestavil a vypustil prvni vodikem plnény balon [6].
Charles zkoumal vlastnosti riznych plynu pii jejich zahfivani, svoje vysledky
ale nikdy nepublikoval. O jeho poznatcich vime tedy jen z publikaci Josepha
Gay-Lussaca (1778-1850) [7, 8], ktery, jak sam tvrdi, se o nich dozvédél pouhou
nédhodou. Gay-Lussac byl vyznamny fyzik a chemik, ktery opakoval Charlesovy

INékdy (obzvlast ve Francii) také zvany Mariottiv zakon po francouzském fyzikovi Edme
Mariottovi (1620-1684), ktery ho nezévisle objevil.
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experimenty se zahfivanim plynt (konkrétné s kyslikem, dusikem, vodikem, oxi-
dem uhli¢itym a vzduchem) a zéroven provadél svoje vlastni experimenty. S Char-
lesem méli zfejmé spolecny i zdjem o lety balénem — sam Gay-Lussac balonem
letél az do vysky 7 km, aby mohl mérit vlastnosti vzduchu za riznych podminek.

Zahtivani plynu mtuzeme provadét tak, ze udrzujeme jeho objem konstantni
(izochorické zahfivani) a nechdme volné ménit tlak plynu, nebo tak, ze udrzujeme
konstantni jeho tlak (izobarické zahfivani) a nechdme ménit jeho objem.

Tyto dva druhy ohfivani popisuji dalsi dva zakony. Pravdépodobné diky po-
dobnostem mezi experimenty Charlese a Gay-Lussaca a znalosti Charlesovych
experimentu jen z Gay-Lussacovych referenci jsou ale dohledatelné informace
o objevech téchto dvou zakond znacné chaotické a nekonzistentni, a to dokonce
do té miry, ze existuje rozdil i v ndzvoslovi. Zatimco zakon o izobarickém dé&ji

V
T = konst., (3)

ktery matematicky vyjadiuje, ze objem je pfimo imérny teploté, se v anglické
literatufe oznacuje jako Charlesiv zdkon (Charles’s law), v ¢eské literatufe ho
nalezneme pod nazvem Gay-Lussactav zakon.

Asi uz tusite, ze zakon o izochorickém déji
p
=~ = konst., 4
. (®)

ktery matematicky vyjadiuje, ze tlak je pfimo tmérny teploté, se v anglické lite-
ratufe oznacuje jako Gay-Lussactv zakon (Gay-Lussac’s law), v ¢eské literatuie
ho ale nalezneme pod nazvem Charlesiv zékon.

AVOGADRUV ZAKON

V roce 1811 [9] publikoval italsky védec Amedeo Avogadro (1776-1856) hypotézu
tikajici, Ze za konstantniho tlaku a teploty obsahuji stejné objemy ruznych plynt
stejné mnozstvi molekul [10,11]. S vyuzitim jednotky latkové mnozstvi n (coz
neni vlastné nic jiného nez pocet molekul udany v jinych jednotkach) bychom
v soucasnosti toto tvrzeni, oznacované jako Avogadruv zdkon, zapsali vztahem

v
— =k .
- onst (5)

129



ZUZANA VLASAKOVA

STAVOVA ROVNICE

Spojenim vztaha 2, 3, 4, 5 ziskdvame kone¢né findlni stavovou rovnici idealniho
plynu [12]

pV =nRT, (6)

kde R je konstanta zvand molarni plynova konstanta. Tuto souhrnnou rovnici
poprvé odvodil fyzik Benoit Clapeyron (1799-1864) [13], ktery ji publikoval ve
svém ¢lanku z roku 1834 [14]. Clapeyron se velmi vyznamné podilel na rozvoji
termodynamiky, znama je po ném pojmenované Clausiova-Clapeyronova rovnice,
kterou se popisuji fazové prechody?.

PrestoZe se tento prispévek vénuje idedlnimu plynu, pojdme se na zavér podi-
vat i na nadznak zobecnéni stavové rovnice pro plyny, které uz za idealni povazovat
nemizeme. Timto zobecnénim je tzv. Van der Waalsova rovnice [15]

a
(p+n? W) (V — nb) = nRT. (7)
Pfi porovnani rovnic 6 a 7 vidime, ze rozdil je jen ve dvou korekénich ¢lenech
n%a

~5 @& —nb, které Van der Waalsova rovnice obsahuje. Prvni z nich opravuje

predpoklad, ze molekuly plynu na sebe nepusobi silami, a zapocitava tlak, ktery
vytvari pritazlivé mezimolekularni sily. Druhy ¢len opravuje predpoklad, ze roz-
méry molekul plynu jsou zanedbatelné — celkovy objem zmensuje o vlastni objem
molekul (toto se projevuje hlavné pfi vyssim tlaku, kdy uz vlastni objem vici
objemu plynu nelze zanedbat).

ZAVER

Pii hodinach stfedoskolské fyziky se ndm muze zdat divné, pro¢ se musime udit
o ruznych zakonech se Spatné zapamatovatelnymi nazvy, které pritom vsSechny
jednoduse plynou ze stavové rovnice. Snad bylo v tomto ¢lanku ¢tenéari ukdzano,
ze divod je jednoduchy — i k takovéto jednoduché rovnici se muselo dospét po-
stupné béhem mnoha let a za kazdym dil¢im poznatkem, ktery se ndm z dnesniho
pohledu zda jako samoziejmy, stala usilovna prace mnoha védcu.

20 fazovych prechodech se v tomto prispévku viitbec nezminujeme, stavova rovnice idealniho
plynu totiz fazové prechody viibec nezohledniuje (coz je jedna z jejich dalsich nevyhod).
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