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ULOHY ZADANE FORMOU DISKUZE NA TEMA OPTIKA
(PRISPEVEK K SEMINARI PRO UCITELE)

Eva Hejnova

Uvop

Na letni skole, ktera se konala v roce 2012 v Ho$tece, jsem se zabyvala tilohami
zadanymi ve formé diskuse na téma Sila pohyb. V roce 2015 na letni skole
v Bedfichové jsem prezentovala soubor tloh tohoto typu na téma Gravitace.
Na této letni Skole jsem na predchozi témata navazala a predstavila jsem novy
soubor uloh k tématu Optika.

CHARAKTERISTIKA SOUBORU ULOH

Blizsi informace o charakteristice taloh, které jsou zadany formou diskuze, jsou
k dispozici v predchozich prispévcich, které byly jiz publikovany ve sbornicich
z obou vysSe uvedenych letnich skol. Na tomto misté proto jen ve strucnosti
uvedme, ze v tloze zadané formou diskuse vystupuji zpravidla t¥i nebo &tyfi
mluvéi (viz obr. 1), ktefi prezentuji své ndzory na urcity problém. Zpravidla
byva jedna z odpovédi z védeckého hlediska spravnd, ale nutné tomu vzdy tak
byt nemusi. Jako alternativy odpovédi jsou uzivany nejcastéjsi chybné odpovédi,
které vychézeji zpravidla z miskoncepci, jez se béZzné u zakt objevuji [1]. Disku-
tovany problém je uveden vzdy ve formé otazky, coZ usnadiiuje détem pochopeni
toho, k ¢emu se jednotlivi mluvéi vyjadiuji. Pro nazornost je kazda uloha do-
plnéna fotografii nebo jednoduchou ilustraci a pro usnadnéni ¢teni jsou klicova
slova vyzna¢ena barevné (modfe).

Béhem seminéafe realizovaného na letni skole bylo predstaveno celkem 27 tloh,
které pokryvaji celou oblast uciva optiky; konkrétné jsou zaméreny na problema-
tiku svétlenych zdroju a sifeni svétla, vznik a velikost stinu, na odraz a lom svétla
a barvu téles. Ke kazdé tloze je zpracovana metodickd poznamka, ve které je
predlozeny problém podrobnéji diskutovan, u nékterych tloh jsou uvedeny i na-
méty na dalsi aktivity a pokusy, jez mtize ucitel s zéky realizovat. Ulohy jsou
urceny pro zaky 1. a 2. stupné zakladnich skol, ale né€které z nich lze dobfe vyuzit
i na stfednich skolach. U¢itelé mohou pomoci tloh zjistit, jaké predstavy jejich
zaci maji, a nasledné jim poskytnout bezprostiedni zpétnou vazbu pfi jejich
udeni.
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Ryba pod vodou

" Robert chce zasahnout rybu, kterou
vidi pod vodou.
Kam musi mifit?

Musi mifit do mista, kde rybu vidi.
A Ryba se mu pod vodou zda vétsi, nez
je ve skutecnosti, takze ji lépe trefi.

B Musi mifit do mista nad ni, protoZe
voda zakfivi paprsek smérem nahoru. ‘

C Mél by mifit nékam do mista pod ni,
paprsek se ve vodé lame.

D Nemate pravdu. Ja si myslim, Ze ...

Poznamka

Obr. 1: Ukazka tlohy zadané formou diskuze

Soubory tloh (ve formétu PDF a FLP) pro téma Pohybové zékony, Gravi-
tace a optika a metodické poznamky k tloham vcetné feSeni jsou dostupné na
adrese http://physics.ujep.cz/~ehejnova/Pro_ucitele/index4.html. Déle lze na ad-
rese http://physics.ujep.cz/~ehejnova/Pro_ucitele/Letni_skola_2016/ nalézt celou
prezentaci z letni $koly (opét ve formatu PDF a FLP).

UKAZKY ULOH A POKUSU K TEMATU OPTIKA

K nékterym tloham byly v ramci seminaie pfedvedeny i jednoduché pokusy,
které jsou realizovatelné s jednoduchymi pomiickami a jsou dobie pouzitelné
v bézné skolni vyuce. Kromé pokust byla prezentace doplnéna i ndméty na
dalsi zajimavé aktivity (napf. detektivky z fyzikdlni tématikou, test barvocitu,
barevné paobrazy apod.), vechny tyto naméty lze nalézt v prezentaci ze semi-
nare.

Uvedme déle dvé ukazky tloh a ndméty na pokusy, které byly na seminéaii
predvedeny.
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V/ Optika Fotografovani v zrcadle
@ . Lenka je pél metru od zrcadla a chce se vyfotit.
Na jakou vzdalenost musi byt jeji fotoaparat

nastaven, aby jeji fotografie byla ostra?

A Fotoaparat musi byt nastaven na jeden metr.

B Fotoaparat musi byt nastaven na pil metru.

C Fotoaparat musi byt nastaven na nekoneéno.

D Nemate pravdu. Ja si myslim, Ze ...

Obr. 2: Uloha Fotografovani v zrcadle

FOTOGRAFOVAN{ V ZRCADLE
STRUCNY KOMENTAR K ULOZE , FOTOGRAFOVANI V ZRCADLE*

Spravna odpovéd je A. Déti si velmi ¢asto chybné mysli, Ze obraz predmétu lezi
v roviné zrcadla, proto voli odpoved B.

Ovérujici pokus: V ucebnicich fyziky se hleddni obrazu pfedmétu c¢asto
fesi tak, ze se predmét polozi na pravitko, které se rovinnym zrcadlem zobrazi
spolecné s predmétem. Tento pokus ale nelze povazovat za dostatecny diikaz
toho, ze pfedmét a jeho obraz maji od rovinného zrcadla stejnou vzdalenost,
nebot lze vyslovit pochybnost, Ze zrcadlo mtze délky néjak zkreslovat. Vhod-
néjsi je vzit dva stejné nebo velmi podobné pfedméty (napf. fixy apod.) a najit
misto, kde splyne druhy pfedmét s obrazem prvniho predmétu (obr. 3). Tak jed-
noznacné ukazeme, Ze obraz je ve stejné vzdalenosti od rovinného zrcadla jako
predmét [2].
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Obr. 3: Pokus potvrzujici stejnou vzdale-
nost predmétu a jeho obrazu od zrcadla

MIicHANI BAREV

o
m ‘ ‘ Jddblva'm:tn:;nldﬁ-llnulené, . .

cervené a modré svétlo? .
r

A Smichanim vznikne ¢erna barva.

Vojta
B Smichanim vznikne bils barva.

C Smichanim vznikne hnéda barva.

Pet
Katka
D Nemdte pravdu. Ja si myslim, Ze...

Martina

Obr. 4: Uloha Michani barev

STRUENY KOMENTAR K ULOZE ,,MICHANI BAREV*

Spravna odpovéd je B. Déti si ¢asto mysli, Ze sloZzenim svétel zakladnich barev
vznikne ¢ernd nebo hnéda barva. Zdrojem téchto predstav je zfejmé skutecnost,
7ze jestlize smichame nékolik barev, dostaneme obvykle néjakou ,$pinavou barvu
(napf. hnédou nebo ¢ernou).
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Ovérujici pokus: Slozit zdkladni barvy lze napf. pomoci LED diod, po-
drobnéji je skladani zakladnich barev pomoci LED diod popsano v prispévku
Véclava Piskade [3, 4].

V ramci tématu sklddani barev miizeme se zaky provadét mnoho zajimavych
a jednoduchych experimentti, které mohou déti provadét i samy (napf. jako
domaéci pokus). Uvedme zde alesponi dva ndméty na takové pokusy.

b)

Obr. 5: Michéni barev pomoci kapalin

1. Skladani dvou barev 1ze demonstrovat ponékud netradi¢né pomoci michéani
dvou vhodnych kapalin, nap¥. Gstni vody a olivového oleje [5]. Do €iré na-
doby s uzavérem nalijeme modrou tstni vodu tak, abychom vytvorili asi
5 cm vysoky sloupec. Na ni nalijeme vrstvu olivového oleje o vysce asi
0,5 cm. Olej na tGstni vodé plave (obr. 5a). Jestlize kapaliny protfepanim
smichdme, uvidime jasné zelenou barvu (obr. 5b). Pokud je nddoba v klidu,
olej a ustni voda se od sebe pomérné rychle opét oddéli, coz déti obvykle
zaujme (této skutecnosti mizeme vyuzit i k diskusi o hustotach kapalin).
Vyhodou této varianty pokusu je jeho snadnd pfiprava i provedeni. Lah-
vicku s kapalinami lze uchovat i nékolik mésict.

2. Mnoho zajimavych pokusi 1ze provadét také s délenim barev [6]. Na bi-
lou kiidu udélame asi 2 cm od okraje barevnou fixou kratkou, dostate¢né
vyraznou ¢arku nebo tecku. Na kazdou sténu mizeme pouzit jinou barvu,
pricemz dbame na to, aby se ¢arky nespojily. Kfidu pak postavime do malé
misky s vodou (obr. 6).
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Eva Hejnova

Obr. 6: K¥ida s vyznacenou barvou na zac¢atku pokusu

Kfida nasaje vodu a barvy se rozlozi (obr. 7a, b; pouZita byla oranzové, ze-
lend, fialova a ¢ernd barva, jejichz pigmenty se dobie rozkladaji do nékolika
barev).

Obr. 7: Rozklad barev na kridé

Tento pokus mizeme provést i v jiné varianté, kdy misto kiidy pouzijeme
savy papir (napf. nastifhané prouzky z kuchynské utérky). Na prouzek
papiru udélame priblizné 2 cm od okraje fixou barevnou tecku. Prouzky
papiru vlozime do misky s vodou tak, aby barevné tecky nebyly ponoreny
primo do vody. Opét mtZeme pozorovat rozklad barvy (obr. 8; byly pouzity
stejné barvy jako v pfedchozim pfipadé).

Protoze barevné odstiny fixi nebo pfirodnich barviv jsou smési raznych
barev (pigmentt), miizeme pozorovat rozklad pivodni barvy do nékolika
riznych barev. Molekuly kazdého pigmentu maji riiznou barvu, lisi se ale
také napf. velikosti a tim, jak dobfe se ,drzi“ na hladiné. Mensi molekuly



LETNI SKOLA MATEMATIKY A FYZIKY 2016 11

Obr. 8: Rozklad barev na prouzcich z kuchynské utérky

se udrzi na hladiné déle, proto urazi na papire delsi vzdalenost, nez na ném
ulpi [7]. Na obr. 7a, b i na obr. 8 lze vidét, ze molekuly zlutého pigmentu
,docestuji“ nejdale, molekuly modrého pigmentu urazi naopak nejmensi
vzdalenost.

ZAVER

Vytvoreny soubor tloh muze dobie poslouzit k odhalovani mezer ve znalostech
zakl z oblasti optiky a také k identifikaci pfedstav konkrétnich déti. Vétsina iloh
miize byt také doplnéna jednoduchymi pokusy, pomoci nichz si déti mohou ovérit
pravdivost, ¢i nepravdivost jednotlivych tvrzeni. Vyhodou téchto experimenti
je, ze je déti mohou provadét i samy doma.

LITERATURA
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ZAJIMAVE ULOHY Z OPTIKY ANEB
NEKOLIK PRIPADU INSPEKTORA KOPRIVY
(PRISPEVEK K SEMINARI PRO ZAKY)

Eva Hejnova

Na seminafi jsme se zabyvali Glohami na téma optika, délali jsme nékolik
pokust, cetli jsme detektivku, zkouseli test barvocitu a ,zirali“ jsme na paob-
razy. Prezentaci ze seminafi si mazes znovu prohlédnout, najdes ji na adrese
http: //physics.ujep.cz/~ehejnova/Pro_ucitele/Letni_skola_2016/ (ve formatu PDF
a FLP).

V tomto prispévku si pfipomeneme nékteré ilohy a pokusy, které jsme spo-
le¢né délali. Vybrala jsem pokusy, které se daji provést jen s jednoduchymi po-
miuckami, aby sis je mohl sdm jesté jednou vyzkouset.

SVETELNY KViz

Zacali jsme nejprve ,svételnym* kvizem. Ukolem bylo rozhodnout, co je pravda
a co lez.

1. Bez slune¢niho svétla byste nevidéli duhu. (Lez — lze pouzit jakékoliv bilé
svétlo, které lze rozlozit na spektrum a udélat tak duhu.)

2.

Bez sluneéniho svétla byste nevidéli Polarku. (Lez — Polarka je hvézda, je

tedy sama zdrojem svétla.)
Jestlize je tma jako v pytli, tvij
oblicej se neobjevi v zrcadle.
(Pravda — pokud na obli¢ej ne-
dopada zadné svétlo, svij obli-
¢ej v zrcadle neuvidis.)

Jestlize je tma, jedovaty chies-
ty$s neodhali, kde se ukryvas.
(Lez — chiestyS ma specilni
organy (jakési ¢idla), kterymi
muze zachytit infracervené za-
feni (podivej se na obr. 1, ¢idla
jsou umisténa pod ocima chies-
tyse).

Obr. 1: Cidla pro infradervené za-
feni
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UKAZKY ULOH A POKUSU

K nékterym tloham byly v ramci seminaie pfedvedeny i jednoduché pokusy,
které jsou realizovatelné s jednoduchymi pomiickami. Pojdme si nékolik z nich
pripomenout a pfidat k nim i stru¢ny komentar.

ULoHA FOTOGRAFOVAN{ V ZRCADLE (OBR. 2)

Fotografovani v zrcadle

@ : Lenka je pél metru od zrcadla a chce se vyfotit.
Na jakou vzdalenost musi byt jeji fotoaparat
nastaven, aby jeji fotografie byla ostra?

A Fotoaparat musi byt nastaven na jeden metr.

Jana

B Fotoaparat musi byt nastaven na pil metru.

C Fotoaparat musi byt nastaven na nekoneéno.

D Nemate pravdu. Ja si myslim, Ze ...

Obr. 2: Uloha Fotografovani v zrcadle

Spravna odpovéd je A, i kdyz si mnoho lidi mysli, Ze obraz pfedmétu lezi v roviné
zrcadla, a voli proto odpovéd B.

Pokus: V ucebnicich fyziky se hleddni obrazu pfedmétu casto fesi tak, ze
se predmét polozi na pravitko, které se rovinnym zrcadlem zobrazi spole¢né
s predmétem. Tento pokus ale nelze povazovat za dostateény diikaz toho, ze
predmét a jeho obraz maji od rovinného zrcadla stejnou vzdélenost, nebot lze
vyslovit pochybnost, Ze zrcadlo mtuze délky néjak zkreslovat. Vhodnéjsi je vzit
dva stejné nebo velmi podobné pfedméty (napf. fixy apod.) a najit misto, kde
splyne druhy pfedmét s obrazem prvniho pfedmétu (obr. 3). Tak jednoznaéné
ukézeme, Ze obraz je ve stejné vzdalenosti od rovinného zrcadla jako pfedmét.
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Obr. 3: Pokus potvrzujici stejnou vzdale-
nost predmétu a jeho obrazu od zrcadla

MIiCHANI BAREV (OBR. 4)

o
m ‘ ‘ Jddblva'm:tn:;nldﬁ-llnulené, . .

cervené a modré svétlo? .
r

A Smichanim vznikne ¢erna barva.

Vojta
B Smichanim vznikne bils barva.

C Smichanim vznikne hnéda barva.

Pet
Katka
D Nemdte pravdu. Ja si myslim, Ze...

Martina

Obr. 4: Uloha Michani barev

Spravna odpovéd je B. Mnoho lidi si mysli, Ze sloZzenim své&tel zékladnich barev
vznikne ¢ernd nebo hnéda barva. Zdrojem téchto predstav je zfejmé skutecnost,
7e jestlize smichame nékolik barev, dostaneme obvykle néjakou ,Spinavou barvu
(napf. hnédou nebo ¢ernou).
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b)

Obr. 5: Michani barev pomoci kapalin

Pokus: V ramci tématu skladani barev lze provadét mnoho zajimavych a jed-
noduchych experimentd. Na seminaii jsme si ukazovali dva pokusy.

1. Sklddani dvou barev lze demonstrovat trochu netradiéné pomoci michani
dvou vhodnych kapalin, napf. Gstni vody a olivového oleje. Do ¢iré nadoby
s uzavérem nalijeme modrou ustni vodu tak, abychom vytvorili asi 5 cm
vysoky sloupec. Na ni nalijeme vrstvu olivového oleje o vysce asi 0,5 cm.
Olej na tstni vodé plave (obr. 5a). Jestlize kapaliny protfepanim smichdme,
uvidime jasné zelenou barvu (obr. 5b). Pokud je nddoba v klidu, olej a tistni
voda se od sebe pomérné rychle opét oddéli. Lahvicku s kapalinami lze
uchovat i nékolik mésicu.

2. Mnoho zajimavych pokusi lze provadét také s délenim barev. Na bilou
kiidu udélame asi 2 cm od okraje barevnou fixou kratkou, dostateéné vy-
raznou ¢arku nebo tecku. Na kazdou sténu muzeme pouzit jinou barvu,
pricemz dbame na to, aby se ¢arky nespojily. Kfidu pak postavime do
malé misky s vodou (obr. 6).

Kiida nasaje vodu a barvy se rozlozi (obr. 7a, b; pouZita byla oranzové, ze-
lena, fialova a Cernd barva, jejichz pigmenty se dobfe rozkladaji do nékolika
barev).

Tento pokus mizeme provést i v jiné varianté, kdy misto kifidy pouzijeme
savy papir (napf. nastifhané prouzky z kuchynské utérky). Na prouzek
papiru udélame priblizné 2 cm od okraje fixou barevnou tecku. Prouzky
papiru vlozime do misky s vodou tak, aby barevné tecky nebyly ponoreny
primo do vody. Opét mtZeme pozorovat rozklad barvy (obr. 8; byly pouzity
stejné barvy jako v pfedchozim pfipadé).



LETNI SKOLA MATEMATIKY A FYZIKY 2016 17

Obr. 6: K¥ida s vyznacenou barvou na zac¢atku pokusu

Obr. 7: Rozklad barev na kridé

Obr. 8: Rozklad barev na prouzcich z kuchynské utérky
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Protoze barevné odstiny fixi nebo pfirodnich barviv jsou smési riznych
barev (pigmentt), miizeme pozorovat rozklad pivodni barvy do nékolika
ruznych barev. Molekuly kazdého pigmentu maji riznou barvu, lisi se ale
také napf. velikosti a tim, jak dobfe se ,drzi“ na hladiné. Mensi molekuly
se udrzi na hladiné déle, proto urazi na papife delsi vzdéalenost, nez na
ném ulpi. Na obr. 7a, b i na obr. 8 lze vidét, ze molekuly zlutého pigmentu
»docestuji“ nejdale, molekuly modrého pigmentu urazi naopak nejmensi
vzdalenost.

SVITILNA VE VESMIRU (OBR. 9)

7// Optika

: ' Uvidi kosmonaut kuzel svétla, kdyz
rozsviti ve vesmiru silnou svitilnu?

Svitilna ve vesmiru

a A Kuzel svétla uvidi, protoZe
ﬁ’ svitilna je silna a sviti hodné jasné.
Jirka

B Kuzel svétla neuvidi, protoze
ve vesmiru neni Zadny vzduch.

C Kuzel svétla neuvidi, protoze Jana
ve vesmiru neni Zadny prach a necistoty.

D Nemate pravdu. Ja si myslim, ze ...

Martina

Obr. 9: Uloha Svitilna ve vesmiru

Spravna je odpoveéd C. V prostoru, ve kterém se kosmonaut nachdzi, nejsou zadné
Castice (prach a nedistoty), na kterych by se svétlo ze svitilny rozptylovalo. Co
se tyce odpovédi Jany (B), pokud bychom se nachézeli v prostiedi, ve kterém
by byl vzduch velmi éisty (napf. v jeskyni), kuzel svétla (resp. paprsky svétla)
bychom také nevidéli.
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Pokus: Jednoduchy pokus lze provést napt. s laserovym zdrojem, ze kterého
nechdme tzky svételny svazek prochizet rtizné znedisténymi prostiedimi (napf.
vzduchem znecisténym koufem nebo prachem). Zdrojem koufe miize byt napt.
vonna tycinka, kterd vytvari dostateéné mnozstvi koufe, jezZ mizeme snadno
jimat do ¢iré PET lahve (obr. 10a). Lahvi s koufem pak nechdme prochazet
laserovy paprsek (obr. 10b). Timto zpisobem lze jednoduse a rychle ukizat zvi-
ditelnéni paprsku ve znecisténém prostfedi. Do lahve mizeme posvitit i bater-
kou. Svétlo se bude na koutovych ¢asticich rozptylovat a vnitiek lahve se jakoby
trochu rozsviti.

Obr. 10: Zviditelnéni paprsku v koufi

Na podobném principu pracuji laserové radary, které se pouzivaji k méfreni
znecisténi zemského ovzdusi. Laserovy paprsek se ¢asteéné odrazi a castecné
rozptyluje na ¢asticich obsazenych v ovzdusi. Odrazené signaly se pak vyhodno-
cuji. Timto zptsobem je mozno urcit rozlozeni a smér pohybu koufovych ¢astic
a dalsich znecistujicich latek v ovzdusi.

Vsechny pokusy, které jsou v tomto piispévku uvedeny, si mizes doma sam
vyzkouset. Pomicky jsou jednoduché a najdes je uréité i doma (jako zdroj svétla
pro posledni pokus muZes pouZit i baterku). Pokud si experimenty sam vyzkousis,
mozna té napadnou i jiné zpusoby jejich provedeni. V kazdém pfipadé pii samo-
statném experimentovani objevis néco zajimavého a zazijes spoustu zabavy.
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EXPERIMENTALNI URCENI RICHARDSONOVA VZTAHU

Stanislav Jakoubek

Premysleli jste nékdy o tom, jak z mapy urcit néjakou vzdalenost? Treba
délku hranice? Pan Richardson ano. A Ze to neni tak trividlni otazka, o tom néas
snad presvédci nasledujici prispévek.

7ZA VSIM HLEDEJ CLOVEKA. ..

Pojdme si spole¢né pfipomenout zajimavou osobnost anglického matematika, fy-
zika, meteorologa, psychologa a pacifisty v jedné osobé, Lewise Fry Richardsona,
od jehoz narozeni letos uplynulo 135 let.

Obr. 1: Lewis Fry Richarsdon [5]

Nejprve par biografickych tdaja (zpracovano dle [2]). Lewis Fry Richard-
son se narodil 11. ¥{jna 1881 ve mésté Newcastle upon Tyne v Anglii (zemfel
30. zafi 1953) jako nejmladsi ze sedmi déti do bohaté kvakerské rodiny. Tato
skuteCnost je podstatna, jak se pozd€ji zminim.

V mléadi se mu dostalo vyborného vzdélani. Nejprve na kvakerské internatni
skole v Yorku, poté na univerzité v Durhamu (kurzy matematické fyziky, chemie,
botaniky a zoologie) a nakonec na univerzité v Cambridgi, kde v roce 1903
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ukonéil studium pfirodnich véd. Ve véku 47 let ziskal doktorat z matematické
psychologie na Londynské univerzité.

Richardson byl velmi vSestranny védec. Zabyval se mimo jiné meteorologii.
Byl priikopnikem pouziti diferencialnich rovnic pfi pfedpovidani pocasi (1922).
Tato metoda se dnes bézné pouziva, v Richardsonové dobé neexistovala vypo-
Cetni technika schopna fesit takové tlohy. V ramci meteorologie se také zabyval
atmosférickou turbulenci. V této oblasti je po ném pojmenovéano tzv. Richard-
sonovo ¢islo. Pro zajemce napf. [6].

Zaslouzil se dale napfiklad o rozvoj v oblasti numerické matematiky. Je po
ném pojmenovana Richardsonova extrapolace.

Toto vSe je nesmirné zajimavé, nicméné v tomto p¥ispévku se chci zminit jesté
o0 jiné oblasti jeho odborného zajmu. Jiz jsem uvedl, Ze pochéazel z kvakerské ro-
diny. O co 8lo? Kvakerstvi je ndbozenské hnuti vychazejici z kiestanstvi. Kvakefi
neuznavaji autoritu statu, odmitaji pfisahu a vojenskou sluzbu, vystupuji proti
rasizmu, sociadlnimu utisku a jsou aktivni v mirovém hnuti. Dalsi podobnosti
napf. [1]. Richardsonova kvakerska vira, kterd zahrnovala silny pacifismus, ho
vedla k pokustim matematicky pochopit vznik mezinarodniho konfliktu. Proto
byva povaZovan za spoluzakladatele védecké analyzy konfliktu, kterd zkouma
podminky vzniku valek a podminky udrzeni miru. Svymi vyzkumy v této ob-
lasti mimodék pfispél k rozvoji teorie fraktala. Jak?

JAK JE TA HRANICE, SAKRA, DLOUHA?

Jedna ze zakladnich Richardsonovych myslenek ohledné pravdépodobnosti vzni-
ku valeéného konfliktu mezi dvéma staty byla, Ze zavisi na délce spole¢né hranice.
Co potfeboval znat k ovéfeni této myslenky? No ano, délky hranic mezi staty.
Z4dny problém, feknete si. Zfejmé i Richardson si pomyslel néco jako no problem
a z tehdy dostupnych mapovych zdroju a encyklopedii zacal zjistovat délky hra-
nic. Zéhy poznal, Ze ohledné bezproblémovosti se zmylil. Pro¢? Protoze uvadéné
délky hranic se velmi, opravdu velmi, v riznych zdrojich lisily. Dva ptiklady za
viechny (dle [4]): Délka hranice mezi Spanélskem a Portugalskem byla uvddéna
v rozmezi 987 km az 1214 km, tedy rozpéti uvddénych hodnot 227 km. Délka
hranice mezi Nizozemim a Belgii v rozmezi 388 km az 449 km, tedy rozpéti
61 km.

Richardsonovi bylo jasné, Ze tyto rozdily nevznikly samo sebou a jako zvidavy
védec se pokusil zdhadé prijit na kloub. ReSeni problému je zndmo pod nazvem
coastline paradox (v pfekladu paradox pobfezni linie). O co jde? Pokra¢ujme.

PRIPRAVA ZDROJOVE MAPY

Pro Gcely experimentovani potifebujeme libovolnou mapu idealné ulozenou v né-
jakém vektorovém grafickém formatu, abychom méli moznost si ji libovolné zvét-
it a vytisknout bez ztraty kvality a ostrosti hranic.
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Jen ve strucnosti — pokud je pouzit vektorovy graficky format, obrazek neni
uloZen bod po bodu, po pixelech, ale je rozloZen na kfivky (ano, pomoci diferen-
cidlni geometrie) a jako kiivky, resp. jejich rovnice, je uloZzen. P¥i zobrazeni se
body obrazu nejprve spoéitaji a pak zobrazi. Odpada nepfijemny problém tzv.
pixelizace (tj. téch ,08klivych kostek*), kterd vznika zvétSovanim bitmapové gra-
fiky, nap¥. fotografie.

Pro potieby Letni skoly byla pouzita mapa Ceské republiky dostupna na
internetu [3]. Pivodné byla méfeni provadéna mimo jiné s mapou Velké Britanie,
ale jsme néjaci vlastenci, ne?

Obr. 2: Ceské republika (dle [3])

Mapu je tfeba upravit (tj. zvétsit) v néjakém grafickém editoru a vytisknout.
Konkrétné byl pouzit freewarovy editor Zoner Callisto 5, ktery je na skolach
bézné pritomen. Pokud ne, lze ho stdhnout na http://www.callisto.cz. Velikost
mapy byla upravena na 540 x 380 mm, aby $la rozumné vytisknout.

Vyhodou Zoner Callista je moznost vytisténi i takto velkého dokumentu po-
moci tzv. billboardového tisku. Dokument se vytiskne na klasické stranky A4
vCetné znacek pro ofez a pro slepeni.
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ZMERME DELKU HRANICE
Ted nés ¢eké nejpracndjsi ¢ast — je tfeba zméfit délku hranice. Podél hranice bu-
deme postupné prikladat rizné dlouha méritka r a peclivé si poznamename, kolik
(celych) se ndm jich podafi pfipojit (V). Délka hranice uréend touto metodou
je:

L(r)= Nr
Didaktické poznamky k méfeni:

e Pro prikladani délky pouzijeme kruzitko

Obr. 5: Méfeni délky hranice

Tabulka 1: Zméfené hodnoty

r [km] | Rozevieni kruzitka [cm] | N | L =N -r [km]
150 16,8 7 1050
100 11,2 11 1100
50 5,6 23 1150
30 3,4 41 1230
20 2,2 66 1320
10 11 137 1370

e Zkuste, zejména stiedoskolaky, presvédcit, aby si pofidili a pfinesli kruzitko

o Cisla v tabulce 1, plati, pokud pouZijete pro tisk mapy vyse uvedené hod-
noty. Pokud budete mit mapu vétsi, mensi ¢i uplné jinou, je tfeba pre-
pocitat podle méritka mapy. Na nasi mapé je znazornéna délka 50 km
(pFi pouzitém nastaveni velikosti ma délku 5,6 cm), takze délkové nasobky
a dily jsou nasobky délky této tsecky
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vz

Povs§imneme si, Ze se zkracujici se délkou méritka délka hranice vyznamné
roste. Pravé tento jev se nazyva coastline parador. Nastésti ma pomérné jed-
noduché vysvétleni — pri pouziti kratsiho méritka lze ptrikladanim postihnout

daleko vic detaili, nez pti pouziti dlouhého métitka, kde je naopak spousta de-
tailtt zanedbana. A tomuto presné se rika Richardsoniv jev.

JAK DLOUHA JE TEDY HRANICE CESKE REPUBLIKY?

Pojdme zjistit, jak dlouhd je hranice Ceské republiky. Myslenka je jednoduchs
- zkusime zjistit funkéni zéavislost délky hranice na zvoleném méfitku r. Poté
zvolime vhodné méritko podle toho, s jakou presnosti chceme délku urcit a toto
meéritko dosadime do zjisténého vzorce.

Jak zjistime vzorec? Jisté existuje korektni analyticky postup. Je ovSem
otazka, jak je prenositelny zakéim ZS (viibec) ¢i SS (obavam se, Ze také ne).
Co ovSem prenositelné je — nastroj Spojnice trendu uzivatelsky dostupny v apli-
kaci MS Excel.

Z hodnot v tabulce vytvorime v Excelu béZnym zptsobem XY bodovy graf
s vyhlazenymi spojnicemi a znackami. Poté zobrazime spojnici trendu spolu se
zobrazenou rovnici, jak je znazornéno na obrazku 6.

Sednt] - Macrosoft Excel [

Vzorce Data Revize Zobrazen

Vi oyl N

= . Nizev grafu
& is] w8 | s

Geat 2
Nizev  Nizvy Legenda Popisky Osy Midka Zobrazovand Spojnice Chydoré
grafu~ o3~ . dat~ - - oblast trendu ~ Usedky ~
Popisky 5y adnd
Qdebrat vybranou spojnici trendu nedo viechny
Formit spojnice trendu ? X spojnice trendu, pokud neni 25dna vybrana

Linedrni spojnice trendu
Piicat nebo nastavit Bneadrni spojnici trendu pro
branou fadu grafu

Molnost spopice ends | | MoZnosti spojnice trendu

Barva Sy Typ rendu a regrese ponencidini spojnice trendu
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Styl ey O Bxponenadini PP whranou fadu geafu
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Obr. 6: Jak na spojnici trendu v Excelu
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Uvedenym postupem ziskame graf na obrazku 7.
Délka hranice

oo |8 y=17481x0102
1300 \ RZ =0,979

T T T T T
o 20 40 60 80 100 120 140 160
r [km]

Obr. 7: Zavislost délky hranice na prilozeném méritku

Didaktické poznamky:

e Ukéazku lze pouzit k demonstraci skutecnosti, Ze i bez znalosti vysoké mate-
matiky 1ze z Excelu ¢isté uzivatelskym zpisobem ziskat zajimavé vystupy.

e Jelikoz zaci obvykle nebyvaji seznameni se statistikou na potfebné tirovni,
o spolehlivosti R lze alespon Fict, Ze ¢im je blize hodnoté 1, tim ziskana
rovnice lépe odpovida naméfenym dattim. Jako demonstraci lze prolozit
data tfeba linearné a vSimnout si, jak spolehlivost klesa.

Zpracovanim dat jsme ziskali vzorec:
L(r) = 1748 17~ %102

Pouzijeme ho pro odhad skutec¢né délky hranice. Lehce problematicka je spravna
volba méfitka r. Pokud zvolime ptili§ velkou hodnotu, délka hranice vyjde vy-
razné mensi, nez skuteénost. Pokud zvolime pfili§ malou hodnotu (tfeba mili-
metry), hodnota bude prili§ velikd. Zkusme vypocéitat délku hranice s méfitkem
r =100 m = 0,1 km.

L(r) = 1748,1-0,17%1°2 km = 2211 km
Didaktické poznamky:

e Skutecna délka hranice je 2 326,643 km, tedy o cca 115 km vic, nez jsme
spocitali. Pro¢? Statni hranice je velmi klikata a i pfi méritku 10 km ztstala
spousta detaili nepostihnuta. Vzhledem k metodé méreni pomoci kruzitka
je zjemnéni velmi tézko prakticky realizovatelné. Proto ani ziskany vzorec
neni presny.
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e Lze polozit otazku, jakou hodnotu méritka mame zvolit, aby délka hranice
vysla z naseho vzorce spravné, tedy vyfesit rovnici:

2326,643 = 1748,15-%:102

Stiedoskolsky béznym fesenim ziskdme hodnotu r = 0,06 km, tedy 60 m.

Co oDVODIL SAM RICHARDSON?

Richardson pochopitelné provedl daleko vic méfeni a zfejmé i peclivéjsich. Po-
drobnym rozborem vysledki se dopracoval k rovnici:

L= N(r)rP

Reknéme, 7e tvar rovnice je ve shodé s nasim vysledkem. Zajimavé na tom je
zjisténi, ze délka zavisi na jakési konstanté D. Sdm Richardson nevédél, proc¢
tomu tak je a nevédél ani, jaky je vyznam oné konstanty.

Vyznam konstanty D objasnil az v roce 1967 Benoit Mandelbrot, zakladatel
fraktalni geometrie. Ve svém ¢lanku How Long Is the Coast of Britain? Statistical
Self-Similarity and Fractional Dimension ukazal, Ze konstanta D souvisi s tzv.
fraktalni dimenzi.

Téma fraktala, fraktalni dimenze a jak se vypocitd, je ovSem téma na samo-
statny ¢lanek. Zajemce odkazuji napf. na [4].

ZAVER

Cilem prace bylo seznamit ¢tenafe se zajimavou ulohou, kterd je se zdky na
skolach proveditelna. Mira vysvétlovanych detailti se 1isi dle stupné skoly. Na
zékladni Skole nebudeme pocitat exponencialni rovnici, ale pfiprava mapy v gra-
fickém editoru jisté zvladnutelna je.

Déle bych zduraznil vyraznou mezioborovost ulohy. A péstovani mezioboro-

vych vztaht je jedna z manter soucasného Skolstvi. A dle mého néazoru jedna
z mala smysluplnych. Dotykame se oboru:

e Matematika — funkce, exponencialni rovnice, prace s kruzitkem

e IVT — vektorova grafika, vyhleddni vhodné mapy na internetu, prace s gra-
fickym editorem, jednoduchd i pokro¢ila prace s tabulkovym procesorem

e Zemépis — prace s mapou, prace s méfitkem, hledani informaci z mapy
e D¢jepis — historie diskutovaného objevu a motivace k nému

e A jesté jednou matematika — sezndmeni se s dalsim konkrétnim matemati-
kem a s vysledkem jeho prace. Mimochodem, pfemysleli jste nékdy o tom,
s kolika jmény matematiki se zaci béhem studia potkaji ve srovnani tieba
se jmény fyzika?
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Byl bych rad, kdybyste si z pfispévku néco konkrétniho odnesli, at uz pro

vas osobné a nebo do vyuky pro vase zaky. Napadnou-li vas k tématu ja-
kékoliv pripominky, dobré ¢i Spatné, nevdhejte se o né se mnou podélit na
jakoubek.stanislav@centrum. cz. Dékuji.
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GRAVITACNI VLNY
Stépan Kolar

»Nejkrdsnéjsi a nejhlubsi pocit, jaky muze clovék zaZit, je poznat ta-
jemno. To je zdkladnim principem ndboZenstvi, stejné tak jako ves-
kerého seriozniho usili v umeéni a ve véde.“ Albert Einstein

Abychom mohli vysvétlit pojem gravitac¢ni viny, je potieba se nejprve zminit
o jinych dilezitych pojmech, konkrétné o Einsteinové teorii relativity a cernych
dirach.

1 TEORIE RELATIVITY

V bézném zivote si pro popis okolniho svéta vétsinou vystac¢ime s newtonovskou
mechanikou, kterd se uéi na zakladni skole. OvSem tato mechanika selhava pri
zkoumani malych objektd jako jsou ¢astice, kde se pouziva kvantovd mechanika,
kterou se zabyvat nebudeme. PTi zkoumani ve vesmirného méritka a vysokych
rychlosti uplatnime praveé teorii relativity.

S moderni teorii relativity ptiSel Albert Einstein, a piestoZze ma v moderni
fyzice obrovsky vyznam, tak za ni nedostal Nobelovu cenu.! Teorii relativity lze
rozdélit na specidlni, kterd tu byla dfive a obecnou, kterd tu specidlni dopliuje.

1.1 SPECIALN{ TEORIE RELATIVITY

Nejprve vam ke specialni teorii relativity feknu pouze jednu véc a to, ze existuje
jakasi nejvyssi mozna rychlost, kterou se pohybuje svétlo a objekty s kladnou
klidovou hmotnosti této rychlosti nemohou dosahnout. Pro zamysleni jsem si
pripravil ulohu ,ze Zivota“:

Uloha 1 Jedu na skateboardu rychlosti v = 3/4 ¢ a hodim pied sebe hakysak,
ktery vici mé leti rychlosti w = 3/4 ¢. Jakd bude rychlost hakysédku w, ktera je
vici Anicce, sedici na laviéce?

Reseni: Podle klasické mechaniky bychom tyto rychlosti secetli klasickym
vztahem

w=u+wv (1)

L Albert Einstein dostal Nobelovu cenu za fyziku za vysvétleni fotoelektrického jevu o kterém
se uci ve ¢tvrtém rocniku stredni skoly.
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a Anicka by vidéla micek letici rychlosti 3/2c¢. OvSem jak jsem jiz Fekl, rych-
losti svétla nelze dosahnout, takze jsme se dostali k problému, ktery klasickou
mechanikou nevytesime.

Dalsi moZnost, ktera vas jisté napadne je, Ze hakysdk se va¢i Ani¢ce bude
pohybovat rychlosti svétla, tedy c. OvSsem téleso, které se pohybuje v jedné
vztazné soustavé pomaleji nez rychlosti svétla, nepirekroci rychlost svétla ani
v jiné soustavé.

Jaké bude spravné Feseni? Samoziejmé musime néjak pouzit teorii relativity.
Konkrétné pouzijeme Lorentzovu transformaci pro sklddani rychlosti [5], ktera
vypada

u-+v

W= (2)

1+ S
Rychlost kterou se mi¢ek vii¢i Anic¢ce pohybuje je tedy 24/25 c.

Kde se ovSem takova divna sklddani rychlosti vzala? Odpovéd zni jednoduse:
bude vysvétlit, jak se vlastné chova, proto se to pokusim podat néjak stravitelné.

Jiz jsem fekl, 7e svétlo se pohybuje rychlosti ¢, ktera je piiblizné 3 - 10® m/s.
Tato rychlost plati pro vSechny wvztazné soustavy, ¢ili pro Anicku na lavicce,
pro mé na skateboardu nebo pro kosmonauty na Mezinarodni vesmirné stanici.
Aby byla rychlost svétla zachovana, musi se ji pfizptusobit veskery okolni pohyb,
z ¢ehoz plyne, to Ze prostor a ¢as v nasSem vesmiru se chovaji jinak, nez jsme
zvykli. Pro pozorovatele, ktery se vii¢i nasi vztazné soustavé pohybuje (naptiklad
pro Anic¢ku viéi mé), nds cas dilatuje (prodluzuje se) a nase délky kontrahuji
(zkracuji se). Z dilatace ¢asu a kontrakce délek plyne chovani rychlosti, které
jsem uvedl v ptfikladu. Odvozeni téchto vlastnosti je jednoduché a stac¢i k nému
Pythagorova véta, presto ho nebudu popisovat, ale d& se najit na internetu pod
nazvem ,svételné hodiny“.

1.2  OBECNA TEORIE RELATIVITY
stfedni skole ji nejpravdépodobnéji viibec nepotkate, tak ji zjednodusim pouze
na zaklad, ktery bude stacit vysvétleni toho, co jsou to gravitacni viny a jak
funguji.

Po uvedeni specialni teorie relativity se objevil dalsi problém, konkrétné
s gravitaci. Klasickd mechanika pfedpoklada, ze pokud na mé bude néjaké té-
leso (napf.: Slunce na Zemi) ptisobit gravita¢ni silou a pokud se tato sila zméni
(Slunce zmizi), tak se u€inky projevi okamzité (Zemé hned pfestane obihat okolo
Slunce). Specialni teorie relativity si s timto problémem poradit neumi, protoze
po jejim zverejnéni Albert Einstein nad tim, jak se vlastné chova gravitace teprve
premyslel.



LETNI SKOLA MATEMATIKY A FYZIKY 2016 33

V roce 1915 se mu povedlo pfijit s revolu¢nimi myslenkami, které tvori zaklad
obecné relativity.?

Prvni myslenkou je, ze ptisobeni gravitace se v prostoru §ifi urcéitou rychlosti,
konkrétné stejnou, jakou se pohybuje svétlo.

Druha myslenka, ktera jesté vice bourd predstavu o naSem vesmiru je to, ze
hmotné objekty pokfivuji okolni prostor tak, ze pokud se néco pohybuje v misté
jejich gravita¢niho pusobeni, pak pravé po nejkratsi mozné trajektorii.

Obr. 1: Slunce pokfivi prostor ve svém okoli tak, ze fotony letici z bodu B vni-
méme, jakoby pfiletély z bodu A (zdroj: Time Travel Research Center)

2 CERNA DIRA

O tom, Ze existuji cerné diry snad vite a predpokladam, Ze méate alespon néjakou
zakladni pfedstavu o tom, co to vlastné je. Pokud ne, stru¢né pripomenu, Ze se
jedna o objekty s velkou hmotnosti, které svou gravitacni silou pritahuji vse, co
se vyskytne v jejich blizkém okoli.

2Piestoze myslenky obecné teorie relativity mél Albert Einstein v roce 1915, na ¢lanky,
které se touto teorii zabyvaji jsme si museli jesté rok pockat. Proto se da i letos fict, ze obecna
relativita slavi 100 let.
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Okolo kazdé Cerné diry existuje hranice, kterou kdyz prekroc¢ime, tak uz ni-
kdy neunikneme jejimu gravitacnimu pisobeni. Nazyvame jej horizont uddlosti.
7 mista horizontu udalosti se nepodaii uniknout ani svétlu.

Ti z vés, kteii znaji seridl Cerveny trpaslik si jisté vzpomnéli na epizodu, ve
které lodni pocita¢ fikd jednomu ¢lenu posadky:

,» Vis, s cernou dirou se to md tak, Ze jejim urcujicim rysem je cernd
barva. A s vesmirem se to md tak, Ze barva vesmiru, zdkladni barva
vesmiru, je éernd. Tak jak ji mdm asi vidét?“

My v8ak diky obecné relativité umime ¢ernou diru ve vesmiru najit, protoze
svétlo v jejim okoli, ale dostatec¢né daleko od ni, méni svoji trajektorii.

Obr. 2: Schématické znazornéni pok¥iveni prostoru ¢ernou dirou (zdroj: Shutter-
stock.com)

Existuje také kvantovy popis ¢ernych dér, ale do toho se radéji poustét ne-
budeme. Pouzijeme pouze popis, pomoci jiz zminéné obecné relativity. Ta nam
tika, Ze gravitacni piisobeni ¢ernych dér je vlastné pokfiveni casoprostoru, ktery
je diky gravitacnimu ptsobeni vyrazné protazen.

3 CoO JSOU GRAVITACNI VLNY

Zatim jsem mluvil o natahovani a smrstovani prostoru, ale pokud lze pokfivovat
takto, je tu zajimava otazka, zda se mize natahovat a zkracovat tak, aby se
vlnil? MoZné je zbyteéné tuto otézku pokladat, protoze prednaska se jmenuje
gravitacni vlny, proto jisté tusite, Ze to lze a Ze takovato pokfiveni mohou byt
zpusobena gravitaci.

Aby gravitacni vlny vibec vznikli, potfebujeme néjaky impuls. Existuje vice
zpusobil vzniku: jak se jesté zminim, tak jednou z pric¢in vzniku byl wvelky tresk.
Nas ted bude zajimat takovy impuls, ktery bude pokud moZno co nejvétsi, kon-
krétné srazka dvou hmotnych téles, nejlépe dvou ¢ernych dér.
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Srazku dvou ¢ernych dér si ukdzeme ve videu https: //youtu.be/dyPJX6HURLI.
Na videu si mizeme vSimnout, Ze okolo ¢ernych dér je prostor protazeny. Jakmile
se Cerné diry priblizuji k sob€, dochazi k napinani prostoru mezi nimi. Ve dvou
mistech se prostor naopak smrstuje, protoze je sem napinany prostor vytla¢ovan.
Zde jsou gravitacni sily obou ¢ernych dér témér vyrovnany a jsou tu dva body,
kde jsou vyrovnany uplné. Kdybychom byli v bodé, kde jsou gravitacni sily
vyrovnany, nespadli bychom ani do jedné z téchto ¢ernych dér a to do doby, nez
se spoji. Po spojeni ¢ernych dér se zméni gravitacni pole a mista, kde se sily
vyrusovaly zmizi. Pokud by se gravitace sifila nekonec¢nou rychlosti, tato mista
zmizela okamzité bez dalsich nésledkt. Ve skutecnosti je namackany prostor
potfeba nékam vytlacit, proto se zac¢ne $ifit a zvlni tak své okoli.

4 JAK POZOROVAT GRAVITACNI VLNY

Pokud mluvime o pozorovavani, tak prvni co nas napadne, Ze lze pozorovat
pouhym okem. Pozoruji se takto vlivy gravitacnich vin?

Nastésti je odpovéd ne, protoze pokud by byl jejich vliv tak markantni, Ze
by se dal vidét, zpusobilo by to fadu problémiu. Napinani prostoru totiz zpu-
sobuje prodluzovani vzdalenosti a jeho stlacovani naopak vzdalenosti zkracuje.
Predstavte si, ze se bude prodluzovat a zkracovat délka néjaké tyce, jeji material
takové deformace nemusi vydrZet a ty¢ pak praskne.

7 odpovédi tedy vyplyva, ze gravitacni viny, které se u nas objevily byly malé,
diry, nebo bychom museli byt bliz u srazejicich se ¢ernych dér.

Na detekci gravitac¢nich vin je zapotiebi tedy néjaky experiment. Zajimavosti
je, ze stejnym experimentem, jakym gravitacni vlny pozorujeme, jsme dokazali
platnost specialni teorie relativity, respektive, ze se svétlo $ifi konstantni rych-
losti ve vSech smérech nezavisle na vztazné soustave.

Z laseru se posle svételny paprsek na polopropustné zrcadlo, které je vici
laseru zkoseno o 45°. Na polopropustném zrcadle se paprsek rozd€li na dva pa-
prsky, které putuji do na zrcadla 1 a 2. Tato zrcadla jsou od polopropustného
zrcadla ve stejné vzdalenosti. Nase planeta se ovsem pohybuje okoli Slunce,
to se pohybuje okolo stfedu nasi Galaxie a tak dal. Pokud by se svétlo ne-
pohybovalo ve vSech soustavach stejnou rychlosti, na kazdé zrcadlo by dopadl
paprsek v jinou dobu. Vzhledem k tomu, Ze se svétlo pohybuje konstantni rych-
losti, fotony na obé zrcadla dopadaji ve stejnou dobu. Takto vypada klidovy
stav. Pokud k nam dorazi gravitaéni vlna, na jedno ze zrcadel dopadnou
fotony dfiv, protoZze se zméni vzdalenost mezi timto zrcadlem a polopropust-
nym zrcadlem. Abychom dokézali tyto zmény pozorovat, tak za polopropust-
nym zrcadlem bude umistén detektor, ktery zkouma amplitudy laserovych
paprsk.
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Obr. 3: Schéma experimentu LIGO, ktery slouzi k detekci gravitacnich vin
(autor: Abbott, B.P. a kol.)

4.1 OBJEV GRAVITACNICH VLN

Gravita¢ni viny byly objeveny poprvé neptimo v 70. a 80. letech, pfi pozorovani
bindrniho pulsaru PSR 1913+16. Slozky tohoto pulsaru se vzajemné pfiblizo-
valy v souladu s obecnou teorii relativity. Pulsar vyzaroval energii v podobé
gravitacnich vin, které jsme bohuzel nezpozorovali.

Za vyzkum tohoto pulsaru dostali v roce 1993 Russel A. Hulse a Joseph H.
Taylor Nobelovu cenu za fyziku [6, 1].

Pfimym pozorovanim byly objeveny az loni (resp.: 14. z4¥i 2015). Na zvefej-
néni objevu jsme si museli pockat do 11. Gnora letosniho roku. Dtvod, pro¢ jsme
cekali na zvefejnéni objevu je, Ze se méfeni peclivé prekontrolovalo. Tyto viny
zpusobila srazka, ktera se stala pied vice, nez miliardou let. Druh4 vlna prisla
26. prosince 2015 a jeji detekce byla zvefejnéna 15. Cervna. Obé viny zaznamenal
experiment LIGO.

5 VYZKUMNA ZARIZENI

Experiment LIGO (obr. 3) se nachazi ve spojenych stétech a méa dva interfero-
metry, které lezi kazdy na opacné strané spojenych statt. Jeden je v Livingstonu
a druhy v Hanfordu. Vétsi pocet detektort potifebujeme pro to, abychom uréili,
ze se opravdu jedné o gravitacni vlny a ne o Sum. Pivodné byl experiment v pro-
vozu mezi lety 2002 a 2010, kdy bohuzel k zaddné detekci nedoslo. Protoze jsme
potiebovali zvysit jeho citlivost od roku 2010 se vylepSoval a byl znovu spustén
v z&¥i 2015 (v8imnéte si, Ze k obéma objevim doslo v relativné kratké dobé, to
mize znamenat, Ze srazky Cernych dér jsou ve vesmiru éastym jevem) [1].

LIGO neni jediny experiment, ktery zkouma gravita¢ni viny, v Evropé mame
Virgo, které s Ligem spolupracuje. Bohuzel Virgo zatim zadné gravitacni viny
neobjevilo.
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Abychom mohli lépe ziskavat informace o okolnim vesmiru, budou detektory
pribyvat. Virgo, které ma zatim dva detektory planuje vytvorit tfeti detektor,
diky ¢emuz budeme moci uréit smér, ze kterého vlna pfisla. Do projektu LIGO
se planuje zapojit Indie, kterd chce vlastni observatof pojmenovat India LIGO,
to umozni také urcit smér zdroje vln. V Japonsku se chystd projekt KAGRA [7].

Mluvil jsem o tom, Ze gravitac¢ni vznikly i pfi velkém tfesku. Jisté by bylo
zajimavé tyto viny také néjak pozorovat, to ale znamena, ze budeme potiebovat
mnohem vétsi detektor, nez jsme dosud méli k dispozici a kde bychom jej méli
postavit?

Nelepsi bude mimo Zemi, kde zarovenn budou eliminovany seismické otfesy.
Projekt, ktery mél byt na obézné draze okolo Slunce se jmenuje LISA a na jeho
vystavbé se spolecné podilely ESA a NASA. LISA mély byt tfi druzice, které
by mezi sebou tvofily rovnostranny trojuhelnik o délce ramen 5000000 km.
Kazda druzice vysilala laserovy paprsek na ty ostatni. Bohuzel Americané od
Lisy odstoupili a Evropa sama financovani projektu neutahla.

Misto Lisy byl tedy spustén novy, ¢isté evropsky projekt, ktery se jmenuje
NGO, ale prezdiva se mu eLISA. U projektu NGO byla potfeba snizit naklady na
vystavbu projektu, toho bylo dosazeno diky zkraceni vzdalenosti mezi sondami
na 1000000 km, mezi dvéma sondami byl odebran paprsek a thel trojuhelniku
se seviel, takze detektor pfipomind pismeno V. Celé soustava je naklonéna vici
ekliptice o 60°.

Dne 3. prosince 2015 tspé$né odstartovala sonda LISA Pathfinder, ktera
testuje zafizeni pro projekt eLISA [2, 3].

Tabulka 1: Porovnéani projekttt NGO a LISA (zdroj: Aldebaran.cz)

NGO

LISA

Formace trojihelniku s jednou
matefskou a dvéma dcefinymi
sondami

Formace trojihelniku se tfemi
identickymi sondami

Vzdalenost sond 10° km

Vzdéalenost sond 5 - 108 km

Jednoduchy Michelsontv
interferometr (4 zékladny)

Mnoho konfiguraci interferometri,
az 6 zakladen

Piimé méfeni amplitudy

Piimé méfeni amplitudy

Nepfimé méreni polarizace z tvaru
drahy

Pfimé a trvalé méfeni polarizace

Doba provozu: 2 roky, mozné
prodlouzeni na 5 let

Doba provozu: 5 let, mozné
prodlouzeni na 10 let
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Obr. 4: Sondy experimentu NGO obihaji kolem spole¢ného tézisté. Cela soustava
pak obiha okolo Slunce (zdroj: Glasgow University Magazine)

6 ZAVEREM O POCATKU VESMIRU, ANEB JAK POZOROVAT
VELKY TRESK

Projekt LISA ndm mél umoznit pozorovat pocatky vesmiru, tento tcel bude pl-
nit NGO. Zatim jsme byli schopni pozorovat vyvoj vesmiru pomoci reliktniho?
elektromagnetického zdieni*, konkrétné pomoci mikrovin. Reliktni elektromag-
netické zafeni ndm vsak umoznilo pozorovat pouze do doby 400 000 po velkém
tfesku. V té dobé se oddélilo elektromagnetické zareni od ostatni hmoty (obr. 5).

My bychom ovsem radi vidéli dal. To ndm umozni praveé reliktni gravitacni
viny, diky nimz lze vidét inflacni fazi (obr. 5), pfi které doslo ke prudké ex-
panzi hmoty ve vesmiru a probihala v dob& 1073° s. Existuje vSak spousta teorii
o tom, jak infla¢ni faze probihala a jak dloho trvala, o kterych se zatim lze jen
dohadovat.

3Reliktn{ zaFeni pochazi z doby vzniku daného zéafeni.
4Elektromagnetické zafeni je zobecnény pojem pro svétlo, ale nemusi se jednat pouze
o svétlo z viditelného spektra, mize se jednat tfeba o gama zafeni nebo infracervené zafeni.
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kvantové reliktni zrychlena
fluktuace zareni expanze

inflaéni tvorba hvézd,
faze galaxii, planet, ...

v

13,8 miliardy let existence vesmiru
Planck

Obr. 5: Vyvoj vesmiru s popisem jeho jednotlivych ¢asti a sondy, zabyvajici se
pozorovanim vyvoje vesmiru (zdroj: ESA)
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ZKOUMANI CELYCH CISEL
Jan Kopka

TROCHU HISTORIE

Reknéme si néco malo z historie budovani pojmu zaporného ¢isla. Zacneme v an-
tickém Recku. Matematika méla pfed timto obdobim aritmeticky charakter.
V Recku pak byla matematika geometrizovana. U ¢isel se vychéazi z geomet-
rické interpretace éisla. Cislo piedstavuje délku, obsah nebo objem. A protoze
tsecka nemuze mit zdpornou délku, neexistovala v té dobé idea zaporného ¢isla.
S¢itani pri tomto geometrickém chapani predstavovalo sklddani geometrickych
objekti a odc¢itani jejich odebirani. Pii tpravé algebraickych vyrazt pracovali
matematici s pridavanymi i odebiranymi ¢isly. Pfi tom vznikaly situace, ze dvé
odebirana ¢isla bylo potfeba mezi sebou nasobit. Ukazme si tuto situaci v geo-
metrické interpretaci.

a X
Obr. 1

Na obr. 1 je velky obdélnik o stranach a a b. Pokud stranu a zmensime o x
a stranu b o y, dostaneme novy obdélnik o stranach a — z a b — y. Vyjadfeme
obsah tohoto malého obdélnika pomoci obdélnika piivodniho. Toto vyjadfeni je
vlastné vtéleno do nasledujici znamé formule:

(a—z)(b—y)=ab—ay —xb+zy
Pii geometrické interpretaci to znamend, ze maly (bily) obdélnik dostaneme
z velkého, kdyz od néj odebereme obdélniky ay a xb. Protoze jsme vSak cCerny

obdélnik xy odebrali dvakrat, musime ho zase jednou vratit. To predstavuje:

odebrat x krdt odebrat y znamend piidat zy, (!!)
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neboli v nasi soucasné symbolice

(=2) - (-y) = +ay.

Pii tpravach tedy pracovali Rekové se zapornymi ¢isly pouze jako s operatory,
tzn. jako s piikazy. Ve vysledku se jim vsSak zaporné cislo nikdy nevyskytlo.
Zapornou mnohost neuznavali.

V Ciné kolem poc¢atku naseho letopoctu se k ideji zdporného ¢isla dostali
pomoci téetnické praxe. Ufednici cisafe museli zapisovat majetky i dluhy. Vy-
fesili to tak, ze majetky zapisovali Gervené a dluhy ¢erné. Cerné psana éisla tak
predstavuji ¢isla zaporna. Existovala tedy predstava kladného ¢isla a zaporného
¢isla. V oblasti Cervenych ¢isel uméli séitat a odéitat, v oblasti cernych ¢isel také
uméli séitat a odcitat a umeéli dokonce sé¢itat a odcitat cervené a cerné cislo.
Souéin zapornych ¢isel pii svych vypoctech ¢insti tfednici nepotiebovali. Bylo
by to znamenalo

dluh krdt dluh = majetek. (1)

Zaporna cisla jiz samostatné existuji, jsou vsak na arovni predmétného mysleni.
Je to zifejmé podobn4 situace, jako kdyz dité chape, co jsou 7 bonbdny, nechape
vsak zatim, co je t7i.

V Indii v 7. stoleti vychéazela pfedstava cisla také z Gcéetnické praxe. Pojem
dluh a majetek, ktery pouzivaji obdobné jako v Cing, vsak jiz prekracuje tiroveit
pfedmétného mysleni. Tyto pojmy pouzivaji jako samostatné existujici objekty.
Oni jiz napft. vyslovuji vyse uvedené pravidlo (1), a pfitom chdpou pojmy ma-
jetek a dluh abstraktné a s realitou je spojuje pouze nazev.

Posledni zdolani prekazek pri vytvareni predstavy zapornych c¢isel se podarilo
evropskym matematikim, ale az v 17. a 18. stoleti. I zde se nejprve vychazelo
z finan¢ni matematiky. PTi préaci se zdpornymi Cisly se vsak zacaly velmi brzy
objevovat paradoxy. Ukazme jeden z nich.

Pokud vezmeme dvé rtznda nenulova prirozend ¢isla z a y a vydélime = : y
a y : x, dostaneme vzdy rizné vysledky. Napf. vezmeme-li ¢isla 2 a 3, dostaneme
2:3a3:2. Cislo dvé tretiny je riizné od é&isla jedna a pil. Pokud vSak zacneme
uvazovat i ¢isla zaporna, pak uvedené tvrzeni o raznosti vysledkt neplati. Napr.
—2 # 2 a piitom (—2) : 2 = 2: (—2). Vysledek je v obou ptipadech minus jedna.
Takovéto situace vedli matematiky k tomu, Ze se zapornymi ¢isly je tfeba za-
chéazet velmi opatrné a Ze je tfeba davat velky pozor pri zobectiovani zakonitosti
z kladnych ¢isel na vSechna ¢isla cela.

Neni divu, ze i dnesni zaci maji ve Skole pfi praci se zapornymi ¢isly velké
tézkosti. Pfedevsim skutecnost, Ze soucin zapornych ¢isel da ¢islo kladné, je pro
né tézko pochopitelna. Ucitelé to casto obchazeji tak, ze feknou: ,,Pamatujte si,
Ze soucin zdporngch cisel je cislo kladné”, nacez nasleduje procvicovani. Nékteri
to dokonce formuluji takto: Pamatujte si, Ze minus krdat minus dd plus. I néktefi
didaktici matematiky fikaji, ze tento fakt by se mél détem oznamit a nijak



LETNI SKOLA MATEMATIKY A FYZIKY 2016 43

nekomentovat. Pred lety, v dobé tzv. modernizace matematiky, se vsak objevily
snahy uvedeny fakt détem néjakym zpusobem priblizit. Nyni ukdZeme nékolik
moznych zplsobil.

Chceme-li na kartézském grafu ukazat napf¥. soucin 2 - 3, mizeme to udélat

nésledovné:
. . ) ) 2w ) .
Napisme 2 - 3 = v. Tento vztah si upravime nésledovné: 1<% Znézornéni

je ukazano na obr. 2.

R
>
0

Obr. 2

Na ose x jsme vyznacili ¢islo 2 a na ose y ¢islo 1. Témito body jsme sestrojili
pfimku p. Déle jsme na ose y vyznadili ¢islo 3 a jim jsme vedli pfimku [ rovno-
béznou s pfimkou p. Pfimka [ protind osu x ve vysledku nésobeni, tj. v bodé 6.

Podstatou konstrukce je podobnost trojuhelnikd 021 a 063. V téchto troj-

2 6
thelnicich skute¢né plati 1=3

Nyni mizeme uvedenou konstrukei aplikovat na souéin (—2) - (—3). Vztah

-2
(—2) - (—3) = v prepiSeme 4= % Grafické zndzornéni je na obr. 3.

y_/

1 -
| | | | | | | | |
1 | L
2 0+ 6 x
P -+ [

ey

Obr. 3
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Tentokrat pfimka p prochazi na ose x bodem —2 a na ose y bodem 1. Bo-
dem —3 na ose y s ni vedeme rovnobézku /. Pfimka [ protind osu = opét ve
vysledku nésobeni a tim je bod 6. To tedy znamena, ze (—2) - (—3) = 6. Pod-
statou znazornéni je opét to, Ze trojuhelnik (—2)01 je podobny s trojihelnikem
60(—3).

Vyse uvedeny zpusob vysvétleni, pro¢ je soucin zapornych ¢isel ¢islo kladné,
je pouzitelny pouze tehdy, pokud studenti znaji vztah , byt podobny* mezi troj-
thelniky.

Jing mozny zptisob spo¢iva v tom, Ze vyuzijeme problém z antického Recka,
ktery je v geometrické interpretaci znazornén na obr. 1.

Pfi dalsim zptisobu vyuZijeme ¢iselnou osu. Budeme postupné nasobit napf.
¢islo —3 klesajicimi celymi ¢isly. Dostaneme:

%

Pokud ma tato vlastnost ,rust vysledka“ zustat zachovana, musi platit, ze
(1) (-3)=3

Dobfe vynikne uvedend vlastnost, pokud pouzijeme ¢iselnou osu (viz obr. 4).

Obr. 4

Dalsi moznost spocivad v tom, Ze vyuzijeme distributivni zakon, ktery ve
strukture celych cisel plati.
Tento zakon ika, Ze pro kazdé celé ¢islo z, y, z plati: z(y + z) = 2y + z=.

Pro nas pripad to znamena:
0=(-1-0=(-1)1-1)=(-1)- 1+ (=1)- (=) = -1+ (=1)- (1)

Protoze uvedeny soucet je 0, musi platit, ze (—1) - (—1) = 1.
Toto je zptusob, ktery navrhoval prof. Petr Vopénka.

Tim konéi prvni historicko-didakticka cast. V dalsi ¢asti se uz budeme zaby-
vat zkoumanim.



LETNI SKOLA MATEMATIKY A FYZIKY 2016 45

JEDNO ZKOUMANI KLADNYCH CELYCH CISEL

Zkoumani v $irsim slova smyslu vétsinou probiha nasledujicim zptisobem:

Zadana situace — experimentovani — vysloveni hypotézy — ovéreni
hypotézy — dukaz hypotézy — pfejmenovani hypotézy na matematic-
kou vétu.

V centru zkoumani matematické situace je vysloveni hypotézy. Je to vyrok,
o kterém si myslime, 7Ze je pravdivy, ale ktery jsme zatim nedokézali. Pii jeho
ovéfovani se mize ukazat, ze neplati nebo Ze ho budeme muset trochu pozménit.

Uvedli jsme, Ze v centru této cesty stoji vysloveni hypotézy. V této casti uka-
zeme zajimavé zkoumaéani celych c¢isel, v jehoz ramci vyslovime nékolik hypotéz.
Toto zkoumani tak povede k vytvofeni urcité miniteorie. Ctenai si pomoci tohoto
¢lanku muze prohloubit svoji predstavu o tom, jak se pracuje v matematice.

Problém 1 Soucet za sebou jdoucich kladnijch celyjch éisel. Inspiraci autor nasel
v knizce [3].

Zkoumejte, kterd kladna celd cisla mizeme vyjadiit jako soucet za sebou
jdoucich kladnych celych ¢isel? Napt.: 7=3+4a15=1+2+3+4+5.

ReSeni: ProtoZe o uvedené problematice prozatim nic nevime, za¢neme expe-
rimentovanim. Jsou mozné minimalné dva zptisoby, jak postupovat:

a) Proni zpusob predstavuje strategii cesta zpét. Vezmeme nejprve za sebou
jdouci dvojice, pak trojice, pak ¢tverice atd. kladnych celych ¢isel a vypocitame
jejich soucty. Napf.:

2+3=5 2+3+4 2+3+4+5=14
3+4=7 3+4+5=12 3+4+5+6=18...

1+2 =3 1+2+3=6 1+2+3+4=10
1

Toto experimentovani nam ukazuje, ze celd ¢isla 3,5,7,6,9, 12,10, 14, 18 mtzeme
zapsat jako soucet za sebou jdoucich ¢isel. Pokud je usporadame podle velikosti,
dostaneme posloupnost

3,5,6,7,9,10,12,14, 18, ...

a muzeme objevit zakonitost, ktera ¢isla v posloupnosti jsou a ktera nikoliv.
Ponechame ¢tenare, aby v tomto zptisobu zkoumani pokracoval. Poznamenejme
vsak, ze nez budete zkoumat vyslednou posloupnost, tak urcete jesté dalsi soucty.

b) Druhy zpisob predstavuje také systematické experimentovani. Spoéiva
v tom, ze budeme postupné brat podle velikosti jednotliva pfirozena disla, tj.
¢isla 1,2,3,4, ... a pokusime se zapisovat je jako soucet po sobé jdoucich ¢isel.
My v dal$im zvolime pravé tento druhy zptisob experimentovani.
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Experimentovani:
1 =0+ 1 Neplati, 0 neni kladné ¢islo.
2 = Nelze.
3=142 Ano.
4 = Opét nelze.
5=2+3 Ano.

Po tomto kratkém experimentovani mizeme vyslovit hypotézu:

Hypotéza 1 Suda kladni cela ¢isla nelze vyjadrit jako soucet po sobé jdoucich
kladnych celych ¢isel.

Pokracujme v systematickém experimentovani:

6=1+2+3 Ano. 9=2+4+3+14 Ano.
7T=3+4 Ano. 10=1+2+3+4 Ano.
8 = Nelze. 11=5+6 Ano.

Experiment pro ¢islo 6 nebo 10 ukazuje, Ze hypotéza 1 neplati. Kazdy z téchto
pfikladd hypotézu vyvraci. Ctenaf mfize v experimentovani jesté pokracovat.
My jsme zjistili, ze ¢isla 1, 2, 4 a 8 nelze vyjadrit ve tvaru souc¢tu. Co jsou to za
¢isla? Jsou to mocniny ¢isla 2. Proto miZzeme vyslovit dalsi hypotézu:

Hypotéza 2 Mocniny ¢isla 2 nelze vyjadiit jako soucéet po sobé jdoucich klad-
nych celych cisel.

Hypotézu 2 miizeme testovat napf. pomoci &isla 2* = 16. Zjistime, e ani
toto Cislo nelze vyjadrit v pozadovaném souc¢tovém tvaru. Proto nyni jesté vice
vérime, ze hypotéza 2 plati. Dokazat ji vsak v tuto chvili neumime. Pokud ¢tenar

ze plati:

Hypotéza 3 Vsechna kladné celd ¢isla s vyjimkou mocnin ¢isla 2 lze vyjadiit
jako soucet za sebou jdoucich kladnych celych Cisel.

Jak dokézat hypotézy 2 a 37 V prvni fadé se pokusime nalézt néjakou vlast-
nost, kterd od sebe odliSuje mocniny ¢isla 2 a ostatni kladna cela ¢isla. Pomoci
takovéto vlastnosti se nam pak muize podarit diikkazy provést.

7 teorie délitelnosti vime, Ze mocniny ¢isla 2 maji jediného prvociselného
délitele a tim je ¢islo 2. Vsichni délitelé mocnin ¢isla 2 jsou proto sudé cisla
s vyjimkou c¢isla 1. Naproti tomu ostatni kladna cela ¢isla maji vzdy alespon
jednoho lichého prvociselného délitele rizného od disla 1.

Priklad: Délitelé ¢isla 2° = 32 jsou: 32, 16, 8, 4, 2, 1. Vsichni délitelé s vyjim-
kou ¢isla 1 jsou suda disla.

Délitelé cisla 24 jsou: 24, 12, 8, 6, 4, 3, 2, 1. Tady je lichy délitel rtizny od
¢isla 1. Je to ¢islo 3.
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Mame tedy urcitou vlastnost, kterd od sebe nase dva druhy c¢isel odlisuje.
Preformulujme proto pomoci této vlastnosti hypotézy 2 a 3.

Hypotéza 2a Jestlize ma kladné celé ¢islo n pouze sudé délitele vyjma éisla 1,
pak n nelze vyjadrit jako soucet po sobé jdoucich kladnych celych ¢isel.

Hypotéza 3a Jestlize ma kladné celé ¢islo n alespon jednoho lichého délitele
ruzného od disla 1, pak n lze vyjadrit jako soucet po sobé jdoucich kladnych
celych cisel.

Zacneme hypotézou 3a. Pokusime se objevit ideu jejiho dikazu. Dalsi expe-
rimentovani nam pomuze ukazat, jak pritomnost lichého délitele ¢isla n umozni
napsat toto ¢islo v pozadovaném souctovém tvaru. Vezméme c¢isla, ktera urcité
maji alespon jednoho lichého délitele, napf. to mohou byt nasobky ¢isel 3,5 a 7.

Néasobky d¢isla 3: Nasobky d¢isla 5:

1-3=1+2 1-5 = 2+ 3
2:3=1+2+3 2.5=1+2+3+4

3-3= 2+3+4 3-5=1+2+3+4+5
4.3 = 3+4+5 4.5 = 24+3+4+5+6

Obecné:
g-3=@-1+g+@+1) g-5=@-2)+(@-+g+(@+1)+(g+2)

Nésobky ¢isla 7:

1.7= 3+4 4-7=1+2+3+4+5+6+7
2.-7= 2+3+4+5 5.7 = 2+3+44+5+6+7+38
3-7=1+2+3+4+5+6 6-7= 3+4+54+6+7+8+9

Obecné:
g-7=g-3)+g-2)+g-D+g+(@+1)+(g+2)+(g+3).

Poznamenejme, Ze uvedené obecné formule plati pouze tehdy, kdyZ je ¢islo g
dostatecné velké. Pak pocet sc¢itanct je stejny jako dany lichy délitel a ¢islo g je
uprostied.

A nyni obecné: Jestlize ma kladné celé ¢islo n lichého délitele (2k + 1), kde
k je kladné celé cislo, to znamend, kdyz n muZeme zapsat ve tvaru

n=g(2k +1), (2)
pak ale n muzeme zapsat i jako soucet

n=@G-k+...+@—-2)+(g-D+g9g+@+)+@+2)+...+(g+ k) (3)
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Skute¢né, jestlize seGteme vyrazy (termy) na pravé strané formule (3), dosta-
neme vyraz (term) na pravé strané formule (2). Formule (2) a (3) jsou tedy
ekvivalentni.

Formule (3) predstavuje nejvétsi objev naseho dosavadniho snazeni. Rik4,
7e C¢islo n, které lze zapsat ve tvaru (2), lze také zapsat jako soucet (2k + 1) po
sobé jdoucich celych ¢isel, pficemz uprostied je ¢islo g. Toto uz témér predstavuje
zdivodnéni hypotézy 3a. Bohuzel, ne vSechny vyrazy na pravé strané formule (3)
musi pfedstavovat kladna ¢isla. Napf. jestlize pouzijeme formuli (3) pro n =
=3,5,7,10 a 14, dostaneme:

3= 0+ 1+2

5=-14+ 0+1+2+3
T=-2+(-1)4+0+1+2+3+4
5= 0+ 1+2+3+4
7T=-1+ 0+ 14+2+3+4+5.

O ot Ww
|
NN ==

1 .
1 .

Jestlize vezmeme napi. vyjadieni ¢isla 7 a odstranime nulu a navic prove-
deme vykraceni zapornych a odpovidajicich kladnych ¢isel, dostaneme jiz nase
pozadované vyjadieni pouze pomoci samych kladnych cisel.

7T=1-7=-2+(-1)+0+1+2+3+4=3+4

Ve skolské matematice se obvykle fika vyruseni. Algebraici ¢asto hovoii o kraceni
vzhledem ke s¢itani nebo vzhledem k nasobeni.
Nyni jiz médme ideu dikazu.

Dukaz hypotézy 3a: Necht kladné celé ¢islo n ma lichého délitele (2k+1), kde
k je kladné celé ¢islo. Pak n lze napsat ve tvaru (2). Nyni jiz vime, Ze n mizeme
pfepsat do tvaru (3).

n=@g-k+...+(@g—-2)+(g-1D+g+ @+ +(@g+2)+...+(g+ k), (3)

kde g je také délitelem &isla n. Jak na pravé strané formule (3) dostaneme dvé
nebo vice kladnych celych ¢isel? Jestlize je v souctu ¢islo 0, pak ho mtzeme
vyskrtnout. Pokud jsou tam zapornd ¢isla, mizeme je vykratit s odpovidajicimi
kladnymi c¢isly. Celkovy soucet cisel je i po vykraceni a odstranéni nuly stejny,
tzn. n. Kladnych ¢isel je vic nez zaporngch (celkovy soucet je kladné ¢islo n),
a proto na pravé strané formule (3) néjaka kladnd ¢éisla ziistanou. Nemuze tam
zustat pouze jedno ¢islo? Nemuze. Ptvodni pocet vsech ¢isel byl vyjadien lichym
¢islem. Dame-li nulu pry¢ a provedeme-li vykraceni, odstranime lichy pocet ¢isel.
Pokud od lichého ¢isla ode¢teme liché ¢islo, dostaneme ¢islo sudé. Po vykraceni
proto musi zUstat na pravé strané formule (3) sudy pocet ¢isel, tedy nejméné
dveé.

Po tomto dikazu mtzeme hypotézu 3a prejmenovat na vétu.
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Véta 1 Jestlize ma kladné cel€ ¢islo n alespori jednoho lichého délitele rizného
od ¢isla 1, pak n lze vyjadrit jako soucet za sebou jdoucich kladnych celych cisel.

My uz ted ale vime vice nez fiké véta 1. Vime nejen to, Ze pozadovany soudet
existuje, ale dokonce vime i jak ho vytvofit — viz formule (3). Ted jiz mame
urcité zkusenosti se zkoumanou problematikou, a proto nas mize napadnout, Ze
i obraceni véty 1 by mohlo platit.

Hypotéza 4 Jestlize Ize kladné celé ¢islo n vyjadrit jako soucet za sebou jdou-
cich kladnych celych ¢isel, pak mé n alespon jednoho lichého délitele rtizného od
cisla 1.

Duikaz: ZapiSme n ve tvarun = g1 + g2 + ...+ gr, kde g1, go2, ..., gr jsou po
sobé jdouci kladné cela ¢isla. Uvazujme dva pripady:

a) r je liché ¢islo,
b) r je sudé éislo.

P¥ipad a): Cislo n zapiSeme pomoci formule (3). Cislo uprostied souctu
oznacdime g. Skutecnost, ze ¢islo r je liché, garantuje, Ze je zde prostiedni ¢len.
Pak stejné jako pii nasem experimentovani mizeme ¢islo n napsat ve tvaru n =
= g(2k + 1). Misto (2k + 1) bychom samoziejmé mohli nyni psat r. Vidime, ze
¢islo n mé lichého délitele vétsiho nez 1, a je to ¢&islo (2k + 1).

Pfipad b): Nemiizeme postupovat jako v piipadé a), protoze zde neni pro-
stfedni ¢len. Muzeme vSak soucet g1 + g2 + ... + gr ,rozsitit“ doleva tak, ze
pridame kladnéa ¢isla az k nule, nulu a zapornych ¢isel tolik, kolik jsme pridali
kladnych. K ptvodnimu souctu tak pridame soucet

(=D 4.+ (=2)+ (1) +0+1+2+...+ (g1 — 1).

Vznikly soucet je stejny jako ptvodni, tzn. n, protoze jsme pfidali nulu,
a dale plati, zZe pridana zaporna ¢isla se daji vykratit s odpovidajicimi pfidanymi
kladnymi ¢isly. Pocet sc¢itanych ¢isel je vSak nyni lichy. Timto rozsifenim jsme
ziskali situaci, kterd je stejnd jako v piipadé a). Cislo n je nyni rozepsané tak, jak
predepisuje formule (3) a jeji pravou stranu mtizeme upravit do tvaru formule (2).
Ta nam jiz tika, ze ¢islo n ma lichého délitele vétsiho nez 1. O

Je tézké Fici, jak jsme vymysleli v ¢asti b) ,trik* rozsifeni souc¢tu. Muzeme
pouze Fici, Ze jsme byli motivovani tim, Ze jsme chtéli situaci b) pfevést na jiz
vyFeSenou situaci a). Takovéto triky se v matematice obcas vyskytuji. Je to
ukazka tvircéi stranky matematiky.

Nyni mtzeme hypotézu 4 pfejmenovat na vétu. Bude to véta 2.

Vétu 1 a k ni obracenou vétu 2 mizeme spojit do jedné véty.



50 Jan Kopka

Véta 3 Kladné celé cislo n lze vyjadrit jako soucet za sebou jdoucich kladnych
celych cisel, pravée kdyz md n alespon jednoho lichého délitele rizného od cisla 1.

Vratme se k hypotéze 2a. Ta zatim dokdzand neni. Ted by to vSak mélo byt uz
,hrackou“. Protoze mocniny ¢isla 2 maji pouze sudé délitele s vyjimkou ¢isla 1,
neni mozné je podle véty 3 rozlozit na soucet po sobé jdoucich kladnych celych
¢isel. Tato hypotéza je tak jednoduchym dusledkem véty 3. Presto ji, pro jeji
zajimavost, vyslovime jako samostatnou vétu. PouZijeme k tomu vSak formulaci
hypotézy 2.

Véta 4 Mocniny cisla 2 nelze vyjadrit jako soucet po sobé jdoucich kladnych
celych cisel.

Vyslovme jesté inspiraci pro dalsi zkoumani.
Néktera cela cisla lze vyjadrit jako soucet po sobé jdoucich kladnych celych
¢isel riznym zpisobem, napi.: 188 =54+6+7=3+4+5+6.

Problém 2 Zkoumejte, kolika zptlisoby lze dané kladné celé ¢islo n vyjadfit jako
soucet za sebou jdoucich kladnych celych ¢isel.

Miuzeme opét experimentovat. K ziskani odpovédi nam vSak staci vyse uve-
dend miniteorie. Ted jiz vime, Ze ke kazdému lichému déliteli ¢isla n (a pravé
jenom k nému) existuje rozklad ¢isla n na pozadovany soucet. Formule (3) do-
konce ukazuje, jak se tento rozklad vytvoii. ReSeni vysloveného problému je
proto obsazeno v nésledujici vété:

Véta 5 Necht n je kladné celé c¢islo. Pocet reprezentaci ¢isla n jako soucti po
sobé jdoucich kladnych celych cisel je stejny, jako je pocet lichych déliteli cisla n
ruznych od cisla 1.

Demonstrujme vétu 5 i s ukazkou vytvoteni vSech rozklad pomoci nasledu-
jictho prikladu.

Ptiklad: Cislo 30 = 2-3 -5 ma4 tii liché délitele: 3, 5 a 3 -5 = 15. Lze proto
¢islo 30 zapsat trojim zpusobem jako soucet po sobé jdoucich kladnych celych
Cisel.

Soucet tii po sobé jdoucich kladnych ¢isel: 30 = 9 + 10 + 11.

Soucet péti po sobé jdoucich kladnych ¢isel: 30 =4 +5+ 6+ 7+ 8.

Soucet patnécti po sobé jdoucich ¢isel (nebo po vykraceni étyf po sobé jdou-
cich kladnych celych ¢isel):

30 = (=5)+(=4)+(=3)+(~=2)+(=1)+0+1+2+3+4+5+6+7+8+9 = 6+7+8+9.

Tim nasSe zkoumani kon¢i. Na zavér vsak jesté uvedeme dvé didaktické po-
znamky:
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Obr. 5

Poznamka 1 Pfizkoumani problému 1 mtuzeme vyuzit geometrické cesty a vzit
na pomoc obréazek (viz obr. 5).

Protoze se zda, ze obrazky znazoriiuji slozené difivi (kmeny stromi) nebo
slozené roury, nazyvaji se nékdy ziskand cisla ,rourova“. Pivodni problém by
pak mohl znit: Urcete, ktera ¢isla jsou rourova. Jestlize se na obrazky podivame
vice algebraicky, pak zjistime, ze pokud je na obrazku cely ,trojuhelnik®, od-
povidd mu trojahelnikové ¢islo. Pokud je na obrazku ,sefiznuty trojihelnik®,
pak ¢islo, které mu odpovida, je rozdilem dvou trojahelnikovych ¢isel. Pro n-té
trojuhelnikové ¢islo T;, plati:

T, =n(n+1)/2
Libovolné rourové ¢éislo proto mtizeme vyjadiit ve tvaru n(n + 1)/2, kde n =
=2,3,4,... nebo ve tvaru n(n + 1)/2 — m(m + 1)/2, kde n je alesponr o 2 vétsi
nezmam=123,...
Poznamka 2 K centralni formuli nasi problematiky

n=@-k+...+@-2)+@-D+g+@+1)+@+2)+...+(g+k)

miZeme dospét nap¥. pomoci nasledujicich piikladt (misto 4 - 3 budeme radéji
psat 3 - 4, obdobné pro 6 - 5):

3:4=44+44+4=(4-1)+4+(4+1)
nebo
5:6=64+6+6+6+6=(6—2)+(6—-1)+6+(6+1)+ (6+2).
Podstatné pri objevovani nasi formule je samoziejmé to, ze stejnych séitanct
je lichy pocet, ptricemz od prostiedniho ¢isla doprava postupné ¢isla zvétsujeme

01, 2,3 atd. a doleva ¢isla zmensujeme o 1, 2, 3 atd. Je zfejmé, Ze tak dostavame
po sobé jdouci celd ¢isla a jejich soucet se nezméni.
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POCITANI BEZ NULY

Magdalena Kratka

Tento ¢lanek vznika pro potieby studenti i ucitelt, ktefi se i¢astnili dilen na
Letni skole matematiky a fyziky 2016 v Bediichové!. Dilny, tzn. i tento ¢lanek,
byly inspirovany prispévky Jaroslava Zhoufa, o nichz je mozné se docist v jeho
¢lancich z roku 2002 a 2003.

Vsichni bézné a bezpecné pocitame v tak zvané desitkové pozicni soustave.
To znamena, ze pouzivame 10 ¢islic: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 a 9 a prislusnou
hodnotu udava nejen samotné cislice, ale také jeji pozice, tedy napf. ¢islice 3
v Cisle 732 pfispiva k hodnoté ¢isla tfemi desitkami. Mnozi z nas se jisté se-
tkali i s poziénimi soustavami s jinym zakladem (nejéastéji informatici). OvSem
také s nepozi¢nimi soustavami, nejcastéji s fimskymi ¢islicemi. Pokud jste se
nékdy pokouseli provadét néjaké (celkem jednoduché) vypocty s Fimskymi ¢isli-
cemi, pak jste jisté mohli ocenit genialitu pozi¢niho zapisu. OvSem naSe pozi¢ni
soustava skryva jesté jeden poklad. Pojdme se o ném presvéddit. . .

Ze zékladem nasi soustavy je ¢islo deset, je celkem pochopitelné. Nikdo asi
nepiehlédl deset prsti na nagich rukach (stejné tak bychom mohli mit zéklad 5
nebo 20). OvSem od pocatku nebylo tak jednoduché poradit si s pfipadem, kdy
néjaky fad (tj. napiiklad desitky nebo tisice) v ¢isle chybély. Napiiklad ¢islo
706 nemé zadné desitky. Pfed objevem nuly — mam na mysli nuly pozi¢ni, coz
zdaleka neni totéz jako nula mnozstevni — bylo toto ¢islo zapsano jen s mezerou
na misté desitek, néjak takto: 7 6. Neni se ¢emu divit, Ze toto mohlo zpusobit
celkem potize, takovou mezeru mizete prehlédnout, také neodhadnete, chybi-li
jen fad desitek nebo také stovek. A to nemluvim napf. o ¢isle 60, kdy mezeru
naznacite jen velmi obtizné. Pozi¢ni nula byla tedy velkym vysvobozenim z ttrap
pozicni soustavy.

Pojdme si ale predstavit, jak bychom pocitali, kdyby se historie vydala jinou
cestou. Tedy nevzala do hry pozi¢ni nulu, ale pracovala s novou ¢islici ,,deset.
Takovouto novou ¢islici je tfeba néjak oznacit, néktefi tcastnici dilen vyuzili
symbolu X s odkazem na ifmskou desitku?. Ztistdva nam tedy pozi¢ni soustava
s Cislicemi: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 a X (= 10), stale je o zdkladu deset, avsak
nikdy nikde nesmime pouzit nulu.

1Kli¢ové pro néj budou jednotlivé tikoly, které jsme béhem dilen Fesili.
2Pouili jsme také oznadeni ,D“ (jako deset), oviem v psaném textu tento symbol mnohdy
splyval s nulou, proto ho nelze doporucit.
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Ukol 1 Pokracujte v fadé ¢isel v nové X-soustavé az do &isla 33:
1,2,3,4,5,6,7,8,9,777

ReSeni: 1,2,3,4,5,6,7,8,9,X, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 1X, 21, 22,
23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 2X, 31, 32, 33, ...

V tomto tkolu je uzitecné, kdyz prekrocite desitky nékolikrat, aby bylo zcela
jasné, jak v nasi nové X-soustavé Cisla vypadaji. Domnivate-li se, Ze je vam to
jasné, pak muizete sméle postoupit na dalsi tkol.

Ukol 2 Piepiste ¢isla z piivodni (pozi¢ni desitkové) do nové X-soustavy a ob-
racené:

(50) = XX =
(51) = X1X =
(510) = 4X9X =
(9100) =

Reseni:
(50) =4X XX =110
(51) = 51 X1X = 1020
(510) = 4XX 4X9X = 5100
(9100) = (9100) = (8XX0) = 8X9X

Na prvni pohled je zfejmé, Ze pokud se v ¢isle nevyskytuje ,,0“, resp. ,X“,
pak se v obou soustavach zapisuji stejné. Také nemuze dojit k nedorozumeéni,
ve které soustavé se pravé nachazime, tudiz zavorky nadale budeme psat jen
u mezivypoctl, kde obé soustavy ,michame“.

Ukol 3 Vypoditejte nasledujici tlohy v X-soustavé:

12+ 15 = 56 — 26 =

12+ 18 = X -2X =

3X+5X = X23 — 6X1 =

XX + 19X = X 99X — 97X =
Reseni:

12+ 15 =27 56 — 26 = 2X

12+ 18 = 2X X - 2X =4X

3X +5X =9X X23 — 6X1 = 322

XX 419X = 2XX X 99X — 97X = 9X1X
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Postup séitani i od¢itani je stejny jako v pavodni soustavé. Je dobré vyuzit
algoritmus pisemného pocitani. OvSem musime si dat pozor na prechody. Nyni
napiiklad u alohy 12+ 18 pocitdme 2+ 8 je deset, pisu X (a k zddnému pfechodu
byt u od¢itani, kdyz mame napt. X — X je nula, ale tu nesmim napsat, takze si
yjednu desitku musim pujcit z vyssiho radu”.

Pokud uz nam tedy s¢itani a od¢itani jakz takz jde, je ¢as se podivat na dalsi
operace.

Ukol 4 Zkuste jesté nasobeni a déleni:

15-14 = 2X - X3 = XX -X6 =
4XX : 17 = 94X : 19 =
Reseni:
15 2X XX
-14 -X3 -X6
5X 8X 65X
15 29X X9X
1XX 2 X8X 1165X
4XX :1=2X 94X : 19 =4X

Nyni, kdyZ jsme se poprali s nejjednodussi aritmetikou v nasi X-soustavé,
muZzeme prejit k nasledujicimu tukolu.

Ukol 5 Vytvoite pro své kamarady co mozné ,nejzakeinéjsi“ dlohy na scitani,
odéitani a nasobeni v X-soustavé.® Je ziejmé, Ze se mizete vyFadit pravé s nej-
ruznéj$imi prechody pres desitku.

Na dilnach jsme se dale zamysleli nad moznosti zapsat desetinna cisla, nad
hodnotou ¢isla ,,0, X“ a také nad nejednoznacnosti zapisu desetinnych ¢isel v této
X-soustavé. Dotkli jsme se i kritérii délitelnosti, pricemz jsme konstatovali, Ze se
vlastné nic podstatného neméni.

Co nam tato dilna vlastné méla pfinést? Ano, predevsim vdécnost za nulu, za
genialni objev, ktery nam tolik uleh¢il pocitani a orientaci v ¢islech vibec. Ale
také jsme si mohli ovérit, nakolik rozumime tak prostému a neustale pouziva-
nému algoritmu pisemného s¢itani, od¢itani, nasobeni a déleni. V tomto novém
kontextu miZzeme lépe porozumét, jak zautomatizovany algoritmus vlastné pra-
cuje a co maji prace déti na prvnim stupni, ktefi se s nim seznamuji.

3Pozn. viechna &isla, kterd se ve vasich tilohach vyskytnou, smi mit nejvyse 6 &islic.
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CiSLICOVA LOGIKA

Martin Krulis

Moderni procesory jsou velmi komplikované ¢ipy obsahujici miliony tranzis-
tort. Pro jejich snazsi navrh se pouzivaji logické Cleny oznacované terminem
hradla [1], coz jsou o stupen slozit&jsi elektronické celky obsahujici typicky malé
jednotky tranzistori. Tato hradla reprezentuji v elektrotechnice elementarni sta-
vebni kameny, podobné jako tfeba operatory vyrokové logiky tvori zaklad mno-
ktery ma nékolik vstupti a pravé jeden vystup. Pro nase tcely se omezime na
hradla, ktera maji pravé dva vstupy, takze odpovidaji binarnim operatortm.

NAND OR NXOR
Obr. 1: Prehled schématickych znacek logickych ¢lent

Na obrazku 1 jsou uvedeny elektrotechnické znacky pro hradla reprezentujici
zékladni logické ¢leny AND (konjunkce), OR (disjunkce), XOR (exkluzivni OR) a je-
jich negace. Pro tplnost si pfipomenme tabulku hodnot jednotlivych operatori
(pro vstupy A, B).

A DB |AND(A) NAND OR (V) NOR XOR NXOR (&)
0 0 0 1 0 1 0 1
0 1 0 1 1 0 1 0
1 0 0 1 1 0 1 0
11 1 0 1 0 0 1

Obr. 2: Logické hodnoty vystupt pro jednotliva hradla

V tomto textu se budeme ¢asto opirat o poznatky vyrokové logiky [3]. Hod-
noty 0 a 1 (tedy pravda a nepravda) reprezentujeme v elektronice pomoci napéto-
vych stavi. Nula (nepravda) obvykle odpovida nulovému napéti (zemi), zatimco
jedni¢ka (pravda) odpovidd napéjecimu napéti (napf. u TTL obvodi [2] je to
5 V). Napéti samoziejmé neni bindrni, ale spojitou veli¢inou, takze pfesné uréeni
logické hodnoty z napéti muze byt v okrajovych situacich problematické. Zde si
ale dovolime oprostit se od fyzikalnich detailt a na vodi¢ich budeme rozlisSovat
pouze logické hodnoty napéti 0 a 1.
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1 JEDNO HRADLO POSTACI

Protoze ani samotna vyroba kfemikovych ¢ipa neni technologicky snadnéa, pouzi-
vaji se hradla jednoho druhu (pfipadné nékolika malo druhi). Vétsinou se jedna
o hradla NAND nebo NOR, ktera na svych vstupech provedou logickou operaci AND
(konjunkce), resp. OR (disjunkce) a nasledné vysledek zneguji.

Nyni je potfeba se zamyslet, zda opravdu dokazeme sestavit vSechny mozné
logické funkce pouze napt. z hradel NAND. Logické funkce, které je mozné zapsat
pomoci operatort vyrokové logiky, lze prevést do takzvané Disjunktivni normdalni
formy (DNF) [4]. V této podobé maji vyroky tvar:

(AL AN—Aa A .)V (-BiABaA..) V...

Jednotlivé proménné (4;, B;, ...) u sebe nemusi, ale mohou mit logickou
negaci. V prvnim kroku je tedy potfeba si rozmyslet, zda umime vyrobit prostou
negaci NOT z hradla NAND. Nastésti pro nas plati jednoduchy vztah

—A=(A NA),

tedy negacni ¢len NOT snadno vyrobime z hradla NAND tim, Ze mu na oba vstupy
pfivedeme tutéz hodnotu. Dale z De Morganovych zakont [5] vime, Ze

AV B =~(~A A-B),

coz ndm umozni sestavit z hradel NAND disjunkce v DNF. Zbyva drobny detail,
a to jak se vyporadat s tim, Ze pouzivame pouze dvouvstupova hradla NAND.
Toto technické cvicenicko ponechdme ctenafi k rozmysleni.

2 BINARNI SCITACKA

Nyni uz vime, Ze libovolnou logickou formuli umime realizovat pomoci sité hradel
NAND. Pojdme se podivat, jestli dokédZeme tyto mechanismy aplikovat na slozitéjsi
problém, jako je napf. séitani pfirozenych ¢isel.

V elektronice a vypocetni technice se ¢isla typicky reprezentuji ve své binarni
podobé. Cislo se tedy pievede do dvojkového zapisu a reprezentuje patfi¢nym
poctem vodi¢u (bitl). S¢itani ve dvojkové soustavé se ni¢im nelisi od séitani
v jakékoli jiné soustavé a mizeme pro né€j pouzit stejny algoritmus, jaky jsme se
vsichni ucili na zakladni skole — algoritmus s¢itani pod sebou. Na obrazku 3 je
jednoduchy ptiklad souctu éisel 3 a 9 zapsanych bindrné (pro pfehlednost jsme
mensi ¢islo doplnili zleva nulami, aby oba séitance méli stejny pocet bitl).

2.1 JEDNOCIFERNE SCITANI

Pokud pomineme jedni¢kové prenosy mezi fady (na pfedchozim obrazku nazna-
¢ené +1 a Sipkou), pak samotny soucet dvou jednobitovych cifer odpovidé logické
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0011
1001

1100
J=i~1
Obr. 3: S¢itani pod sebe (3 + 9 = 12)

funkci, ktera vraci 1, pokud je pravé jeden ze vstupud roven 1, a 0, pokud jsou
oba vstupy stejné (bud jsou oba 0, nebo oba 1). Tato funkce se nazyva exkluzivnd
nebo (XOR) a ve vyrokové logice odpovida negované ekvivalenci.

Jako prvni cviceni se tedy pokusime vyrobit operaci XOR z co nejmensiho
poctu hradel NAND. Opét ndm zde pomiize vyrokova logika. Provedme néasledujici
upravy (formule na jednotlivych Fadcich jsou ekvivalentni):

-(A< B)
-((A= B)A(B=A))
-((-A VB)A(-BV A))
—(=(AA-=B) A=(BA-A))

Pokud bychom pouzili NAND hradlo i pro negace —=A a =B, pak bychom k realizaci
potiebovali 5 hradel. Situaci mizeme drobné vylepsit malym trikem, kdyz vime,
ze

AN-B=AN(—BV-A)=AAN-(BAA).

Prvni Gprava je ekvivalentni, protoze pokud A je 0, vysledek celé konjunkce
bude 0 bez ohledu na to, Ze jsme pfidali V—A k = B. Pokud A je 1, pak ma —A
hodnotu 0, a tim padem je (-BV —A) = —-B.

Na prvni pohled jsme si prili§ nepomohli, ale pokud pouzijeme tuto zdménu
za —B 1 analogicky za —A ve vySe odvozené formuli, dostaneme

(=(AAN=(BAA)A-(BA-(AAB))).

Diky komutativité konjunkce se podvyraz —(A A B) v naSem vyrazu vysky-
tuje hned dvakrat, takze jej mtzeme spocitat jednim hradlem a vysledek pouzit
na obou vstupech. Prekreslenim pomoci elektrotechnickych znacek dostaneme
schéma na obrazku 4.

5o oigie

Obr. 4: Schéma zapojeni XOR pomoci hradel NAND (ptvodni a vylepSend verze)
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2.2 PRENOSY MEZI RADY

Pfenos z nizstho do vyssiho fadu' nam situaci trochu zkomplikuje. Ozna¢me si
tedy A; a B; binarni cifry obou s¢itanct na pozici ¢ a C; prenos z i-tého do
(14 1)-ho fadu. Pro vypocet vysledné cifry Y; na pozici ¢ pouzijeme operaci XOR,
jak jsme si ukazali v predchozi sekci, jen musime navic pri¢ist i pfenos: Y; =
= (A; XOR B;) XOR C;_1 pro i > 0 a nejnizsi cifru spocteme jako Yy = A XOR By.
Pokud navic ozna¢ime N pocet bitt delsiho ze vstupnich ¢isel, pak nejvyssi cifra
vystupu bude rovna poslednimu pfenosu (Yy = Cn_1).

Zbyvéa vyfesit, jak spocitat samotny pienos do vyssiho fadu (tedy hod-
noty C;). Pokud nedochazi k pfenosu z niz§iho fddu (C;—; = 0) nebo pravé
pocitame cifru v nejnizs$im radu, pak k pfenosu do vyssiho fadu dojde pouze
v pripadé, kdy obé vstupni ¢isla jsou 1. V takovém pfipadé je vysledna cifra
nula (Y; = 0) a jednicku pfeneseme dal (C; = 1). Jinymi slovy, hodnota C;
odpovida logickému AND obou vstupt (A4; A B;).

Pokud doslo k pfenosu z nizsiho fadu (C;—; = 1), pak naopak jediny p¥ipad,
kdy nedojde k pfenosu do vyssiho fadu, je, kdyz jsou oba vstupy nulové. Ve vSech
ostatnich ptripadech bude vysledek vétsi nez jedna a k prenosu dojde. Pokud
to opét zapiseme vyrokovou logikou, C; = A; V B;. Spojenim obou pfipada
dohromady dostaneme:

C; = ((Az A\ Bi) A\ _‘Ci—l) vV ((Az V Bi) A\ Oi—l)

Tuto formuli by bylo mozné upravit pomoci De Morganovych zakont, aby-
chom ji prizpisobili nasim podminkam — tedy nasazeni hradel NAND. Pfimocaré
feSeni je ale ponékud netsporné, a tak si dovolime dvé drobné upravy, které
neovlivni vysledek. V prvnim kroku odstranime —C;_; z prvni poloviny formule:

Ci = (AZ A Bz) \% ((AZ V Bz) N Cifl)

Pokud je C;_1 = 0, pak se ve vyrazu urcité nic nezménilo. Pokud je C;_; =
= 1, pak je upraveny vyraz vlastné (A; A B;) V (4; V B;) a to je ekvivalentni
s (4; V B;), takze ndm odstranéni —C;_; nezménilo celkovy vysledek.

Ve druhém kroku pouzijeme fakt, ze disjunkci A V B je mozné nahradit
vyrazem (AXORB) V (A A B). Ovéfeni platnosti ponechdme opét ¢tenafi jako
malé technické cviceni, ale miZeme snadno nahlédnout, Zze pokud nahradime
disjunkci operaci XOR, zménime tim chovani pouze v jediném pfipadé — pokud
jsou oba vstupy rovny 1. Abychom to napravili, pfiddme do vyrazu (A A B),
nabyvajici hodnoty 1 pravé ve zminéném pfipadé. Celkem tedy dostavame:

C; = (AL A\ Bi) V (((AL XOR BL) V (AL A\ BIL)) N Ci—l)

1Pro pfenos se v anglicting pouziva slovo carry, a proto jej vétdinou budeme znagit C.
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Dale pokracujeme s pomoci De Morganovych zakonii.

C; = (AZ AN BZ) \Y ((AZ A\ BZ) A\ Cifl) \Y ((Az XORBZ') A\ Cifl)
Ci = (A3 A By) V ((A; XOR Bi) A Cy_1)
C; _‘(_\(Ai A\ Bi) N _\((Ai XORBi) A\ Ci—l))

Vysledny vzorecek je ve formétu, ktery umoziiuje snadnou realizaci pomoci hra-
del NAND. Navic operace A; XOR B; se provede uz pro samotny vypocet hodnoty
Y; a nékteré dalsi ¢dsti (napf. —(A4; A B;)) jsou ve skutefnosti také soucdsti
vypoctu Y;.

2.3 STAVIME SCITACKU

Vysledné schéma séitacky pro 2-bitova ¢isla mtizeme vidét na nasledujicim ob-
razku. V tomto schématu pouzividme celkem 14 hradel NAND a tfikrat se nam
opakuje motiv operace XOR z obrazku 4. Ctenai snadno nahlédne, jak tuto séi-
tacku rozsifit na libovolny pocet bitt.

Obr. 5: 2-bitova sc¢itacka pomoci NAND hradel

Navrzena sc¢itacka je linearni. To znamena, Zze doba vypoctu celého vysledku
(pocet hradel, kterymi musi signal projit) zavisi linedrné na po¢tu vstupnich bitt.
Pro delsi ¢isla neni tento postup prilis prakticky, a proto se pouziva princip tzv.
predpocitani jednotlivych prenost. Tento predpocet je mozné udélat hierarchicky
a tim dosdhnout doby vypoctu, kterd je logaritmicky zavisla na poctu bitt.
Toto vylepseni ponechame bystrym ¢tenaitim na rozmyslenou béhem dlouhych
zimnich vecert.
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3 ZAVER

Povedlo se nam s pomoci logiky navrhnout binarni séitacku. Zde ale zabava
nemusi skonc¢it — muzeme si ji opravdu postavit. Nejsnazsi zptsob je pouzit kon-
taktni nepajivé pole a integrované obvody — napt. TTL obvod 74002, ktery v sobé
obsahuje 4 dvouvstupova hradla NAND. Sestavu si miiZzeme jesté obohatit o gra-
ficky vystup v podobé 7-segmentového LED displeje. K tomu je navic potieba
prevodnik z binarni soustavy, ktery umi na displeji pfimo zobrazovat vysledné
¢islo (napt. CD4056). Alternativou je vyzkouSet nase zapojeni v nékterém ze
simulatort hradel a elektrickych obvodi, kterych je na webu celd fada.

Na zavér se miizeme podivat na kratké video, jak vypada sestavena scéitacka
nazivo (https://youtu.be/tyGtOKqgx-0g). Pro inspiraci ukazme jesté také bindrni
néasobicku (https://youtu.be/JhixTe96Ss).
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ROZVIJENI PROSTOROVE PREDSTAVIVOSTI
POMOCI M-CUBES

Petr Mentlik

Nez se dostaneme k samotnym M-cubes, méli bychom si zodpovédét alespon
v zékladnich rysech tfi otazky: co budeme rozvijet, proc¢ to budeme rozvijet a jak
to budeme rozvijet.

Na prvni otazku odpovime zdanlivé jednoduSe, prostorovou predstavivost.
Ale co je vlastné prostorova predstavivost? Vime, Ze ji ma nékdo lepsi a nékdo
horsi, ale jednotné definice chybi. V riiznych publikacich nalezneme rizné vyme-
zeni. Na zakladé prostudované literatury jsem se pokusil o nasledujici shrnuti:

Prostorovou predstavivosti rozumime Siroky soubor schopnosti, jejichz za-
kladnim tikolem je co nejpiesnéjsi vnimani vizualniho svéta. Do tohoto Sirokého
souboru zahrnujeme mimo jiné:

e schopnosti vnimat objekty v trojrozmérném prostoru véetné jejich vlast-
nosti,

e schopnosti zachytit vnimané objekty a jejich vlastnosti grafickymi ¢i jinymi
metodami,

e schopnosti vytvafet si pfedstavy, af jiz reprodukéni (rekonstruujici), které
pracuji s podnéty d¥ive vnimanymi, tak anticipa¢ni (konstruktivni), umoz-
nujici konstrukei véci, s nimiz jsme se smyslové nikdy a nikde nesetkali,

e schopnosti manipulovat s témito predstavami a modifikovat je,

e schopnosti vyjadfit geometrickym schématem ¢i jinym zptisobem tyto
predstavy,

e schopnosti vyuzit predstav ¢i grafickych schémat k feSeni praktickych i te-
oretickych problémi.

Jestlize mame zakladni pfedstavu o tom, co budeme rozvijet, mizeme prejit
k otazce druhé. Za¢néme vnitini motivaci. Prostorova predstavivost je jednou ze
zakladnich slozek osobnosti, kterad je nezbytna pro tspéch v rozliénych lidskych
¢innostech a profesich, a jiz z tohoto divodu si zaslouzi byt rozvijena. Vnéjsi
motivaci ucitele jsou kurikuldrni dokumenty a v téch se dozvime, Ze jednim
z cilovych zamétreni vzdélavaci oblasti matematika a jeji aplikace je ,rozvijeni
geometrického vidéni a prostorové predstavivosti“. Tedy rozvoj prostorové pred-
stavivosti je ifednim tkolem matematiky.
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Nyni muzeme prejit ke tieti otazce, a tim padem k M-cubes. Co to je? Jedna
se o krychlovou stavebnici sklddajici se ze dvou druhu tiibarevnych krychli.
7Z Sesti stén kazdé krychle jsou pravé dveé ¢ervené, dvé zelené a dvé zluté. Staveb-
nici tvoti pouze dvé z moznych zbarveni a to takzvané protivky (vlevo) a bokovky

(vpravo).
cerv%ﬂa #luta #luta
Zlutd zelend

Pro stavby krychli pak plati dvé pravidla:
1. k sobé (na sebe) lze pfikladat krychle jen tak, aby se kryly celé stény,
2. k sobé (na sebe) lze priklddat jen stény stejné barvy.

Nyni jiz mtzeme ptejit k tloham. Vybral jsem 6 pfikladd reprezentujici moz-
nou §ifi pouziti stavebnice. Jen pro tuplnost doplnim, Ze zaci v nich pracuji se
tfemi rohovkami a tfemi bokovkami.

U'loha 1 Na které varianté je znazornéna sit protivky? (Z — zlutd, Z — zelena,
— dervend)

-

Uloha 2 Postavte stavbu na obrazku.
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Uloha 3 Postavte stavbu podle pater.

I patro Il. patro 1. patro

Uloha 4 Postavte stavbu odpovidajici narysu, ptidorysu a bokorysu na obrazku
(L — libovoln4 barva).

4

narys: piidorys: bokorys: (zleva)

Uloha 5 Postavte stavbu z 6 kostek s nasledujicim ptidorysem, aby byl soucet
bodu pii pohledu shora.

— puldorys:

||

Uloha 6 Rozhodni, zda je mozné, aby stopa na obrazku vznikla odvalovanim
protivky.

5 bodt

3 body

1 bod







LETNI SKOLA MATEMATIKY A FYZIKY 2016 67

z ’

ELEKTRICKA MERENI NEELEKTRICKYCH VELICIN

Jan Petrasek

Dnes jsem si pro Vas pripravil trochu jinou prednasku z fyziky. Jak byva
mym zvykem, jde opét o prednasku z aplikované fyziky, odlozme kalkulacky,
tuzky a nelamejme si hlavu s rovnicemi, tentokrat nebudeme nic odvozovat, ale
budeme se koukat kolem nés, jak se véci maji v readlném svété. Na tivod bych
rad citoval v prekladu jednoho z nejvétsich fyziki soucasnosti, Richarda Philipse
Feynmana, ktery pravil svym poslucha¢tm: ,Rozvoj védy a pokrok pozndni se
stdvaji stale obtiznéjsi. Na experimentovdani jiz nestact zdpalky a sldma.“

Nezli se spole¢né dame do prace, mél bych také prozradit néco malo o sobé.
Nejsem fyzikem v pravém slova smyslu, méfici technika a experimentélni fy-
zika je jeden z mych konickl. Plisobim jako lektor v pocitacové skole Globis
se specializaci na technologie spole¢nosti Microsoft corporation a Autodesk Inc.
Na Jihoceské université studuji ucitelstvi informatiky a fyziky pro stfedni skoly
a pod zastitou laboratore Embedded systémt se zaobirdm IoT technologiemi
spolec¢nosti Microsoft.

Pojdme se podivat, co nés dnes spolecné ¢eka, fekneme si, proé¢ je pro nds
vyhodné prevést neelektrické velic¢iny na elektrické a které elektrické veli¢iny nam
poskytnou kyZzeny vysledek, na nékolika pfikladech se podivame pod poklicku
snimacum, fekneme si néco o digitalizaci veli¢in a na zaveér se podivame na chyby,
kterych se pouzitim digitalnich méricich pfistroji dopustime.

1 PROC ELEKTRINA?

Jak jsem jiz naznacil, nase dnesni povidani se bude ubirat smérem k digitalnim
méfenim, takze zacnéme jednoduchou otazkou, s jakou veli¢inou pracuje hard-
ware pocitace? Odpovédi nikoho nepiekvapim, je to elektrické napéti. Proc¢ jsem
se na to ptal? V8e souvisi se v§im, dnesni doba si zdd4 automatizaci méfeni, au-
tomatizaci fizeni, zpracovani ohromného mnozstvi naméfenych hodnot a jejich
ulozeni. Ve svété moderni fyziky uz je sezeni nad rucickovym méficim piistro-
jem s tuzkou a sesitem utopickou predstavou. Nevéfite? Udélejme si myslenkovy
experiment, prestavte si, ze sedite takhle s tou tuzkou a sesitem u kontrolniho
mista LHC v Cernu, kdyz vam rucicka ukaze za jedinou sekundu rfadové mili-
ardy hodnot, stihnete si je vSechny zapsat? Myslim, ze ted uz chapete, stejné
jako ja, nepostradatelnost pocitaci, které to stihnou, ale mame tu problém,
pocitace neumi ¢ist vychylky ukazatele, ty potfebuji hodnoty ve svém jazyce,
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kterym je binarni soustava. Z toho divodu je nutné rozvijet digitdlni méfici
techniku a néco méalo o ni védét. Ani ja, ani vétSina z nas tady nikdy nebude
tim inzenyrem, ktery ma ta méfidla vymyslet a zkonstruovat, ale néco o tom,
jak tyto pristroje funguji, je potfeba védét. A pro digitalni pFistroje hovori jesté
jeden uplné prizemni divod, je jim nase pfirozena lenost, pro¢ odecitat stupnici,
prepocitavat hodnoty z rozsahi, kdyZ si mizeme jednodusSe precist ¢islo, nebo
rovnou prohlédnout graf vysledného priubéhu pro celé méreni?

1.1 ELEKTRICKE VELICINY

Z elektrickych veli¢in pro nas bude hlavni veli¢inou elektrické napéti U [V], na
které se konec koncii ve finale pied digitalizaci prevadi vSechny ostatni veli¢iny.
Dalsi elektrické veli¢iny, které se ndm budou hodit, jsou elektricky proud I [A]
a elektricky odpor R [Q], ktery odecitdme jako tbytek napéti na odporovém
¢lenu, a pro strycka ptihodu frekvence f [Hz]. Diivodem, pro¢ témét vse néjakym
zpusobem prevadime na elektrické napéti je, ze je to veli¢ina, ktera je pro nas
nejjednodussi pro prevedeni do digitalni podoby.

2 JEDEN DRUH MERENYCH VELICIN

Neelektrickych veli¢in, které potfebujeme mérit je jak ve fyzice, tak v chemii,
celd tfada, jako ptiklad, se kterym budeme dale pracovat, mizeme uvést silu
F [N], intenzitu osvitu E [lx], teplotu 7" [K]!, rychlost v [ms~!] atd. Sami uréité
prijdete na spoustu dalsich. KdyZ se nad tim mnozstvim a rtiznorodosti veli-
¢in zamyslime, tak mysSlenka mérit vSe pomoci jedné, ¢i nékolika malo veli¢in,
zni dost lakavé, tedy alesponn mé. Vyvstava tedy dalsi otazka, jak tuto veli¢inu
zvolit? V zakladu mame dvé kritéria na takovou velicinu, musi to byt takova veli-
¢ina, jejiz zménou budou rizné véci reagovat na zmény celého toho nepieberného
mnozstvi veliin, a také se bude dobfe mérit. Diky tomu, Ze spousta material
méni svoje elektrické, nebo magnetické vlastnosti pfi ptisobeni jak mechanickych,
termodynamickych ¢i jinych elektromagnetickych veli¢in, privadi nas nas vybér
pravé mezi elektrické veli¢iny. Vétsina materiali reaguje na pusobeni vnéjsi ve-
liciny zménou elektrického odporu, jiné generovanim napéti, respektive proudu.
To je hezké, krasné se nam to zuzilo, ale mame tu problém, vétsinova reakce
zménou elektrického odporu je jako takova Spatné méftitelna, co s tim udélame?
Reseni ndm podsouva ona zbyld mensina, zménu elektrického odporu budeme
jednoduse méfit jako zménu abytku napéti na odporu, coz se nam hodi, protoze
s napétim se ndm dobfe déle pracuje.

ITeplota uvedené v textu je Termodynamicka, bézné v zivoté a déle v textu se pak setkdme
s teplotou t [°C].
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3 SNIMACE

Pravé ke kyzenému prevodu neelektrické veli¢iny na napéti, proud, ¢i frekvenci
slouzi snimace (senzory). Pojdme se na né z obecné roviny podivat trosku blize
a na nékolika prikladech si popsat, jak pracuji, jaka je vlastné jejich fyzikalni
podstata. Obecné miZzeme snimace délit dle nékolika zakladnich kritérii. Tim
prvnim a asi hlavnim, je energetickd povaha, tedy zda jde o snimac aktivni,
ktery se chova jako zdroj energie, nebo pasivni, ktery reaguje zménou svych
parametri. Kdyz se na né podivame z jiného thlu, najdeme dalsi dvé velké sku-
piny (reflektujici povahu veli¢in), spojité (spojité veli¢ina na vystupu) a diskrétni
(vzorky signalu na vystupu, jde o detektory, nebo digitalni snimade).

A r
X X

o

¢as Eas

Obr. 1: Spojity a diskrétni signal. Zdroj: Uvod do teorie informace: Obr. 4-1-1
Spojity a diskrétni signal [online]. Brno: VUT, 2003 (cit. 16. 7. 2016). Dostupné z:
http: //ottp.fme.vutbr.cz/skripta/vlab/daq/Ka040005.gif

Poslednim binarnim délenim snimacu je dano zavislosti vystupu na zméné
snimané veli¢iny. Z tohoto pohledu méame snimace linedrni, které maji pfimo
ameérnou zménu vystupni veli¢iny zméné snimané veliiny, a nelinedrni, tedy
takové, které vystupni veli¢inu méni dle jiné zavislosti, naptiklad exponencialné.

KdyZ opét zménime thel pohledu na snimace, tak se pred nami vynofi roz-
déleni dle toho, co nam snimace udavaji. Zde mame tfi velké skupiny, absolutni,
které prosté udavaji hodnotu od nuly (pocatku), priristkové, udavajici zménu
od posledniho stavu, a diferencni, které udavaji rozdil proti referencéni hodnoté
velic¢iny.

Aby toho nebylo malo, ¢ekd nas jesté posledni a nejvétsi déleni snimac,
tedy dle principu jejich ¢innosti. To stroze vypisi v odrazkach, protoze nékterym
principtim se budeme bliZze vénovat dale.

Mechanické — snimanim se méni mechanické vlastnosti snimace

Odporové — méni se elektricky odpor snimace

Kapacitni — méni se kapacita snimace (kondenzatoru)

e Indukénostni — méni se indukénost snimace (civky)

Indukéni — méni se velikost indukovaného napéti

Optické — méni se poloha svételného paprsku.
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e Infracdervené — snimé se zména frekvence nebo odraz infracerveného pa-
prsku

e Ultrazvukové — méni se ¢as dopadu ultrazvukového signalu
e Radiové — méni se frekvence radiového signalu

e Magnetické — méni se magnetické vlastnosti snimace a tim napiiklad in-
dukénost civky nebo se zménou magnetickych vlastnosti indukuje napéti

e Termoelektrické — méni se velikost vytvareného napéti
e Piezoelektrické — méni se velikost vytvareného napéti
e Pneumatické — méni se tlak plynu ve snimaci

Stejné jako my vsichni a véci, které jsou ndm dobie zndmé, i senzory maji
svoje vlastnosti. O ¢lovéku muzeme Fict, Ze je vysoky, pfivétivy, protivny, hubeny,
drzy atd., ale u snimacd by nam tyto vlastnosti nedavaly smysl a ani vlastnosti,
které prirazujeme vécem kolem nas, jako je barva, teplota, hmotnost, velikost
apod. by nam pfili§ nepomohly. Snimace maji kazdy svoje specifické vlastnosti,
které tvori vétsinu vlastnosti, ale i tak muzeme najit nékteré spole¢né rysy. Jsou
jimi: TFrida presnosti — Udavéa, o kolik procent mtize byt zobrazovand hodnota
odlisna (vétsi ¢i mensi) od hodnoty skutecné. Rozlisovaci schopnost — Udava
spolehlivé rozlisitelny prirtstek, jinak feceno udava, o kolik se musi zménit mé-
fena veli¢ina, aby se rozpoznatelné zménila veli¢ina vystupni. Zivotnost — Je
definovana jako doba (popf. poet méfeni), po kterou jsou parametry a vlast-
nosti snimade v uvddénych tolerancich. Sum — Vznik4 zménou vlastnosti, nebo
parametru snimace vlivem mechanickych, chemickych, tepelnych i elektrickych
efekt (neéistoty, mastnoty, vlhkost, teplota, chvéni, tlak, deformace, ...). Li-
nearita — Udavé nejvétsi odchylku skuteéné charakteristiky od vztazné (idealni)
pfimky a uvadi se v procentech.

Vzpominate jesté na nas problém s elektrickym odporem a napétim? Urcité
ano, jak jsme si jiz Tekli, odpor méfime jako ubytek napéti, z ¢ehoz vyplyva
néasledujici schéma (zaloZzené na Wheatsonové mistku), které ukazuje, jakym
zpusobem lze zapojit vétsinu snimaci, abychom na displeji vidéli digitalni hod-
notu snimané velic¢iny.

R1 R2

o |
‘FOJ =

’AD prevod m'k[:1 ProcesorI:' Displej ‘

Obr. 2: ,Blokové® schéma zapojeni snimace Zdroj: Vlastni
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Piestanme teoretizovat a pojdme se podivat na piiklady nékolika konkrétnich
snimacu.

3.1 ODPOROVE SNIMACE TEPLOTY

Snimace teploty jsou nasi prvni zastavkou v praktickém svété, uz jen z toho
dtvodu, ze digitalni teplomeéry jsou vSude kolem néas a upfimné, kdo z nas po-
uziva klasicky lihovy (éi rtutovy) teplomér, kdyZ je nemocny? Snimace teploty
nalezneme kromé teplomeéri také v fidich jednotkach klimatizaci, pocitacich, led-
nicich, mrazicich boxech atd. Mame 3 velké skupiny snimaci teploty podle toho,
jaky je jejich fyzikalni princip.

Odporové snimace teploty vyuzivaji teplotni zavislosti hodnoty elektrického
odporu. Mam zde dvé velké skupiny, kovové a polovodicové, které se dale déli na
PTC a NTC. PTC (pozistory) reaguji na narust teploty nartstem elektrického
odporu, naproti tomu NTC (negastory) snizuji hodnotu elektrického odporu
s rostouci teplotou. Kovové snimace se fidi rovnici:

R = Ro(1+at), 1)

kde R je vysledny odpor, Ry je tabulkova hodnota odporu materialu pro teplotu
20°C a koeficient « je teplotni soucinitel odporu, téz je tabelovany. Abychom
ziskali néjaké srovnani, tak zavadime pomér Wigg, coz je pomér hodnot pro
teplotu 100 °C a 0°C. Pomér Wigg udava jakost odporového snimace. Abychom
si maximalné ulehéili praci, tak se pro primyslova i laboratorni méreni zavedlo
nékolik zakladnich hodnot Ry, které jsou 100, 200, 500 a 1000 2. Plati, ze
¢im je vyssi hodnota zdkladniho odporu, tim je citlivéjsi snimac. Maly prehled
nejcastéjSich vlastnosti nejcastéjsich snimact udava tabulka 1.

Tabulka 1: Pfehled vlastnosti nejpouzivanéjSich odporovych snimact teploty
Zdroj: Interni materialy laboratofe automatizace SPSSaE Resslova

Material | Ry [Q] | Wigo | Mé&Fitelny rozsah [°C]
Pt 100 1,3850 —200 az 850
Ni 100 | 1,6180 —60 az 180
Cu 100 1,426 0 —200 az 200

Druhou jiz zminovanou skupinou odporovych snimaci teploty jsou polovodi-
¢ové snimace. Ty jsou zalozené na monokrystalickém kiremikovém téle, ve kterém
je rozptyl nosi¢ti naboje imérny jejich pohyblivosti a ta je imérna teploté. Tyto
soucastky nesou vyrobni oznacend KTY a KT. Maji velice rychlé reakce na
zmény teploty, tudiz se hodi do mist, kde je potfeba velmi presné drzet stabilni
vystupu. Jmenovitd hodnota odporu téchto kiemikovych snimaci je 2 k2 pro
teplotu 25 °C.
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3.2 TERMOCLANKY
Druhou skupinou snimact teploty jsou termoclanky, se kterymi se snad kazdy
nékolikrat setkal, nebo jesté setkd, v priibéhu skolnich let. Vyuzivaji termoelek-
trického jevu a jsou az zarazejicim zpusobem jednoduché, v podstaté jde jen od
dvojici zkroucenych vodi¢i ze dvou riznych materidli. Zkrouceny konec mame
na misté, kde chceme méfit teplotu a volné konce mame umisténé ve stalé tep-
loté, kde je mezi nimi termoelektrické napéti. Velikost termoelektrického napéti
je dana:

U = (58 — Sa)(T2 — Th), (2)
kde Sa a Sp jsou Seebeckovy koeficienty kovii A a B, T5 je teplota v misté méfeni

a Ty je stala teplota studeného konce. Tabulka 2 uvadi prehled nejcastéjsich
kombinaci materiali a jejich zékladni vlastnosti.

Tabulka 2: Prehled vlastnosti nejpouzivanéjSich odporovych snimact teploty
Zdroj: Interni materialy laboratofe automatizace SPSSaE Resslova

Termoelektrické Teplotni Termoelektrické
Oznaceni | Material napéti rozsah napéti
[mV/°C] °C] [mV/°C]
J Fe—CuNi 5,37 —200 az 750 5,37
K Ni—CrNi 4,80 —200 az 1200 4,80
S PtRh;o—Pt 0,64 0 az 1600 0,64
Termollinel; K £ai feabat;
ey
£ Ve |
( i N B
Minng bo : rozdil slitin kovd = rozdil napiti; SPS

Obr. 3: Soustava pro méfeni teploty termoclankem Zdroj: Giinther GmbH:
Kompenzaéni kabely [online]. Schwaig, 2013 (cit. 16. 7. 2016) Dostupné z:
https: //www.guenther.eu/c27c2870-fc76-0a5f-c347-6e2c73422d81?Edition=cz

3.3 PYROMETRY

Posledni a nejzajimavéjsi skupinou snimact teploty jsou Pyrometry. Radia¢ni
pyrometry muzeme mit klasické optické, nebo digitalni. Jejich ohromnou vyho-
dou je, Ze nijak neovliviiuji méfenou soustavu, protoZze pracuji s infracervenou
Casti spektra zafeni, které vydava méfend soustava. S tim souvisi i nejvétsi pro-
blém, ktery maji, musi se opravdu kvalitné zaostfit na soustavu, infracervené
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zéreni v pozadi nebo silné ovliviiujici cestu vnasi do méreni chybu. I pres zmi-
nénou nevyhodu se jedna o nejpresnéjsi a nejrychleji reagujici snimace teploty,
dosahuji chyby 0,75 % az 2 % z naméfené hodnoty, coz je pii tictyhodném rozsahu
snimanych teplot od —50 do 3000 °C velmi dobra pfesnost. Uvnitf pyrometru
se nachazi tenké wolframové vldkno, které je rozzhavovano pomoci proudového
zdroje. VSechno v pripadé digitalni varianty idi mikrocip a CCD ¢ip, ktery snima
barvu zaostfeného pozadi a barvu vlakna, fidici ¢ip méni hodnotu proudu tak
dlouho, dokud wolframové vldkno svou barvou nesplyne s pozadim. Pokud CCD
jiz nedokaze vldkno rozlisit od pozadi, tak fidici ¢ip odec¢te nastavenou hodnotu
proudu a dle naprogramované funkce provede vypocet teploty. Funkce, podle
které vypocet probiha je experimentalné sestavena tak, aby pro konkrétni hod-
noty proudu prifazovala hodny teploty vlakna a pokud je barva pozadi i vlakna
stejnd, je stejnd i jejich teplota. Obrazek 4 ukazuje prifez optickym pyrometrem
a také to, jak CCD vidi vldkno a pozadi.

ZHAENE TEPENY ZARIC
VLAKNO S TEPLOTOU POVRCHU\
T
,
1)
OPTICKY o= [l —

SYSTEM

u=f(m)

ZHAVIC/ 0BVOD VLAKNA

TEPLOTA VLAKNA S MERENOU TEPLOTOU

con
¥ 5

MENS{ STEJNA VETSI

Obr. 4: Prufez pyrometrem Zdroj: Interni materidly laboratofe automatizace
SPSSaE Resslova

3.4 SNIMACE INTENZITY OSVITU

Dalsi skupinou snimact, které se podivame pod poklicku, jsou snimace intenzity
osvitu, které vyuzivaji fotoelektricky jev, za ktery obdrZel Albert Einstein No-
belovu cenu. V principu mame dva typy snimaci, fotodiodu a fotorezistor, ale
pojdme si Fict nejdfive néco malo o fotoelektrickém jevu. Svétlo (foton), které
dopadé na prechod PN, narazi do elektronu ve valen¢ni vrstvé atomu a ptreda
mu svoji energii. Elektron energii fotonu absorbuje, ¢imz ziskd dostatek energie
k opusténi valenéniho pasu a preskoci do pasu vodivostniho — elektron opusti
vlastni atom a pohybuje se prostorem krystalové m¥izky, vznikl tim volny elek-
tron, na jeho misté vznikla ,dira“. Vzniklé volné elektrony jsou volné nosice
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naboje, které snizuji elektricky odpor polovodice, resp. zvysuji elektrickou vo-
divost polovodice. Tento fotoelektricky jev nastava také i u fotorezistoru, ktery
nema pirechod PN.

Fotodioda je plosna dioda konstrukéné upravena tak, aby do oblasti PN pre-
chodu pronikalo svétlo. Neni-li pfechod osvétlen, ma voltampérova charakteris-
tika stejny pribéh, jako charakteristika bézné diody. Vliv osvétleni pfechodu
mizeme sledovat v zavérném sméru diody, kdy dochézi k linedrnimu rdstu ano-
dového proudu pti rovnomérném zvétsovani osvétleni. Dioda se tedy chova jako
pasivni soucastka, jejiz proud v zavérném sméru je zavisly na osvétleni. Fotodi-
oda reaguje na zmény osvétleni velmi rychle, fadové 10~° az 1076 s. S pomoci
filtrt mizeme vybrat jen urcité vinové délky, na které bude fotodioda reagovat.
V-A charakteristika je ukdzana na obrazku 5 pro nékolik hodnot intenzity osvitu.

Fotorezistor je pasivni elektronicka soucastka bez PN prechodu, jejiz elek-
tricky odpor se snizuje se zvysujici se intenzitou dopadajiciho svétla. Jeho cha-
rakteristika je na obrazku 6.

[k?ll
@ E1=0lx (H) |F b (I) 1000
@ E,=1000Ix [mA]
® E,=2000Ix =
UR [V] 10

o ) ‘// Ue V] |
®
(III) % [:EA] (IV) 0.1()‘()1 0.1 1 10 100 1000

Relativni osvétleni

Obr. 5: V-A charakteristika fotodiody Obr. 6: Zavislost hodnoty odporu foto-
Zdroj: Wikipedie: Fotodioda [online]. rezistoru na intenzité osvitu Zdroj: Wi-
Neznamé, 2016 (cit. 16. 7. 2016). kipedie: Fotorezistor [online]. Nezndmé,
Dostupné z: 2016 (cit. 16. 7. 2016). Dostupné z:
https: //cs.wikipedia.org/wiki/Fotodioda https://cs.wikipedia.org/wiki/Fotorezistor

3.5 SNIMACE siLy

Jednou z prvnich veli¢in, kterou jsme na hodindch fyziky poznali, je sila. Po-
divejme se nyni na to, jak pracuji snimace sily. Na tomto misté by se sluselo
pripomenout, ze sila je vektorovou veli¢inou, na coZ musime myslet i pfi je-
jim sniméni, abychom nesnimali jen néjaky jeji prumét. Snimace sily se jmenuji
Tenzometry a mame dva zékladni typy, s volnym odporovym c¢lankem a nale-
peny odporovym c¢lankem, coz napovida, ze reakci na zménu sily bude zména
elektrického odporu.
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Tenzometry s volnym odporovym ¢lankem méame ve dvou provedenich, jed-
snimé dle typu uloZeni 4, nebo 8 sméru. Obé varianty vzdy vrati vyslednici ze
v8ech sledovanych sméri. Plisobenim sily dochazi k nedestruktivnimu prodlou-
zeni odporového dratu, coz vede k zuzeni jeho prurezu a v celkovém efektu ke
zméné hodnoty elektrického odporu. Cim je v klidovém stavu odporovy drét
v ¢lanku delsi, tim je snimac citlivéjsi. Pro realizaci je nutné znat klidovy od-
por dratu v ¢lanku a s vyuzitim tohoto pfedpokladu mizeme pouzit pro urceni
vysledné hodnoty odporu vztah:

A
R:R0+kROTl, (3)

kde Ry je klidovy odpor dratu, k je multiplika¢ni koeficient dany vyrobou, Al je
prodlouzeni a [ je klidové délka dratu. Nejcastéjsi vyuziti je ve speleologii, kde se
s jejich pomoci monitoruje stabilita skalnich masivii. Obrazek 7 ukazuje jednodu-
chy Tenzometr s volnym odporovym ¢lankem (vlevo) a s nalepenym odporovym
¢lankem (vpravo).

R
' : e =
; F
e
ot

Obr. 7: Tenzometr Zdroj: Interni materidly laboratofe automatizace SPSSaE
Resslova

Tenzometry s nalepenym odporovym c¢lankem pracuji podobné jako s vol-
nym, lisi se v tom, ze ¢lanky jsou nalepeny nevodivym lepidlem na papir, nebo
jiny izolant. Zde plati, Ze pocet ¢lankd je ttmérny poctu sméru, ve kterych je
sila sniména, coz umoznuje snimat 1 az 8 sméra. Nejcastéji se pouzivaji v osob-
nich a kuchynskych vahach a na zabezpeceni vyloh, ¢i jinych velkych sklenénych
ploch.

3.6 SNIMACE GEOMETRICKYCH A POHYBOVYCH VELICIN

Predposledni skupinou snimaci, o které si dnes néco povime, jsou snimace geo-
metrickych veli¢in. Rikate si, jak to souvisi s fyzikou? Hodné, v mechanice b&zné
méfime geometrické veli¢iny jako je délka a tuhel, které potiebujeme pro dalsi
zpracovani. My se podivame na druhou zminovanou veli¢inu, pfedstavime si
zastupce snimact thlu natodeni. Rtufovy snima¢ natoceni je velice jednoduchy
a presny, ale vyzaduje pro svou praci svislou polohu. Tento snima¢ vyuziva jedné
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ze zakladnich vlastnosti elektrického proudu, a to té, Ze proud tece vzdy cestou
nejmensiho odporu. Uvnitf prstence prochazi odporovy drat s odporem v hodné
fadu kQ, ktery je ze 2/3 (ve vodorovném stavu) ponofen do rtuti, kterd je dob-
rym vodiéem. Rtuti je v prstenci 50 % objemu tak, Zze vzdy drzi vodorovnou
hladinu. Pomér ponofené a vynofené Casti dratu uvnitf prstence udava veli-
kost odporu a tim i tihel natoceni. Odpor je méfen z kazdého dratu samostatné
proti zemi, protoze Ry je dopliikem R; do stavu, kdy je snima¢ ve vodorovné
poloze.

SKLENENE JADRO

PRIVOONI VEDENI

Ri=1(¢p)
R, =f:(g)

Obr. 8: Rtufovy snimaé thlu natoéeni Zdroj: Interni materidly laboratofe auto-
matizace SPSSaE Resslova

U mechanickych veli¢in jesté zustaneme, podivame se na kinematiku, a fek-
neme si néco mélo o jednom z mnoha snimac¢t primocaré rychlosti. Konkrétné
si rozebereme elektromagneticky snimac rychlosti. Nad zuby ozubeného kola je
civka s jddrem z permanentniho magnetu. Ozubené kolu je mechanicky spia-
zeno 1 : 1 pfevodem s napravou vozitka, jehoz rychlost chceme méfit. Pokud
se pod civkou nachézi zub kola, snizi se intenzita magnetického pole = snizi se
indukované napéti. Indukované napéti je dano vztahem:

U, = 7N2§<I>m [cos (WTx)] v, (4)

kde N, je pocat zavitl civky, ®,, je magneticky tok, v je obézna rychlost kola,
l a x viz obrazek 9. Amplituda vystupniho napéti je Gmérna rychlosti.
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Obr. 9: Elektromagneticky snimaé rychlosti Zdroj: Interni materialy laboratore
automatizace SPSSaE Resslova

4 ANALOGO-DIGITALNI PREVODNIKY

Predposledni téma naseho povidani je jiz spravné technické a s fyzikou jako tako-
vou na prvni pohled pfilis nesouvisi. Ano, jde o AD pfevodniky. ProtoZe nejsme
elektro inzenyri, tak toto téma vezmeme jen letem svétem, uvedeme si zakladni
vlastnosti a k nim piiklad jednoho typu pievodniku. Ukolem AD p¥evodniki je
ze spojité veliiny (nejcastéji napéti) udélat diskrétni (nejéastéji rovnou do bi-
narni podoby kédovanou) podobu vystupniho napéti. Vsechny pfevodniky maji
dvé zdsadni charakteristické vlastnosti: rozliSeni [bit] a rychlost pfevodu [Hz].
Obecné muzeme pievodniky rozdélit do tii velkych skupin: paralelni (rychlé,
drahé, maji malé rozliSeni), serioparalelni (zlaté stfedni cesta v rychlosti i roz-
liseni) a integracni (velké rozliSeni, velmi pomaly pfevod, nizka cena).
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4.1 VYVYBER VHODNEHO AD

Vybér spravného AD prevodniku je naprosto zasadni pro to, aby nas méfici
pristroj ukazoval spravné hodnoty. V potaz musime brat rozsah vstupnich veli-
¢in a pozadovanou presnost (jejich podil ndm da rozliSeni), maximalni moznou
rychlost zmény vstupni veli¢iny, protoze plati vzorkovaci teorém udavajici poza-
dovanou rychlost pfevodu (tzv. vzorkovaci frekvenci):

fvz > 2fmax- (5)

Na nase rozhodovani méa vliv také cena daného typu pfevodniku, naroc¢nost na
napajeni a chlazeni, protoze obzvlasté rychlé prevodniky trapi teplotni zavislost
a prehrivani.

4.2 PARALELNf AD PREVODNIK

Jako zastupce si predstavime nejrychlejsi typ prevodniku, jde o paralelni tzv.
flash ptrevodnik. Jeho rychlost prevodu je fadové desitky GHz, ale rozliSeni je
jen 8 az 10 (u starSich verzi i 4) biti. Vyrabi se technologii ECL a sklada se
z rezistorl, komparatord, paralelniho registru s plnou sifi slova a kodéru do
poradového kédu. Vyuziva se v osciloskopech a vysokofrekvenéni elektrotechnice.
Diky rezistorim se hodné zahfiva, ale zaroven potfebuje co nejstalejsi teplotu,
aby nedochazelo ke zkresleni pfevodu vlivem teplotni zavislosti rezistort. Pocet
komparatort, které jsou potfeba pro realizaci pfevodniku:

Rezistory pro realizaci prevodniku na obrazku 10 maji hodnoty Ry a Rg =
= R/2 a Ry aZ R7; maji hodnotu R.
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Obr. 10: 8 bit AD flash Zdroj: Digitalni obvody a mikroprocesory — multimedialni
ucebnice [online]. Brno (cit. 16. 7.7 2016).
Dostupné z: http: //www.umel.feec.vutbr.cz/bdom /dio/prikl /img/p4.png
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5 ZDROJE CHYB MERENI DIGITALNIMI PRISTROJI

Poslednim tématem, kterého se lehce dotkneme, je chyba meéfeni, které se do-
poustime uzitim digitalniho pristroje. Podivame se, co ma na tuto chybu vliv
a ukazeme si, jak u bézné prodavanych meéridel urcit vyslednou chybu, které
jsme se dopustili, s pomoci manualu. Nejprve si polozme onu palcivou otazku,
jaké chyby se dopoustim volbou digitalniho méridla? Zkuste si pfed dalsim Cte-
nim vzit tuzku, papir a napsat si odpovéd na tuto otdzku, jiz (pokud jste Cetli
pozorné) vite vSe, co potfebujete, abyste si na ni dokdzali odpovédét. Uz mate
odpovéd? Pojdme ji porovnat s tim, na co jsem si vzpomnél pfi psani této pred-
nasky. Kdyz to vezmeme poporadku, tak jako prvni faktor je citlivost snimace
a jeho limity, dalsi faktor je zkresleni velifiny jeji digitalizaci (rozliSeni AD pfe-
vodniku), vliv mé také rychlost pfevodu (postiehli jsme vSechno, co se s veli¢inou
déje?), chyba v pfenosu informace mezi pfevodnikem a zpracovévajicim proceso-
rem a jako posledni jsou rusivé vlivy okoli ptisobici na snimaé (vnéjsi magnetické
pole, teplotni vykyvy, zafeni pozadi atd.).

Pokud pouzijeme profesionalni digitalni méridlo, tak v manudlu najdeme
chybu snimace v procentech pro dany rozsah a velikost zkresleni daného digi-
talizaci v digitech. Jak ziskat vyslednou chybu hodnoty, kterou jsme namérili?
Odpovédi je rovnice:

5=+ (A + d 100 . Lozsah ) %), (7)

nejvysi zobrazitelné ¢islo ' " hodnota

ve které J je chyba nasi naméfené hodnoty v procentech, A je procentualni chyba
snimace uvedend v manualu pro dany rozsah a d je zkresleni digitalizaci uvedené
téZ manualu pro dany rozsah v digitech. Pokud je pfistroj cejchovany, tak na
kalibra¢ni listiné nalezneme po dobu platnosti kalibrace uvedenou hodnotu § pro
jednotlivé rozsahy.

Pro dnesek je to jiz vSe, véfim, Ze se vam tato prednaska libila a nejste
unaveni, naopak bych byl rad, kdyz ve vas probudila zvidavého ducha a nalezli si
dalsi informace a v duchu nésledujiciho citatu vie vyzkouseli. ,Rekni mi a ziskdm
povédomi, ukaZ mi a jd si zapamatugi, nechej mé vyzkouset si a ja pochopim.“

LITERATURA

[1] CSN 01 1301. Veliciny, jednotky a znacky ve fysice. Praha: Vydavatelstvi
statniho aradu pro vynalezy a normalizaci, 1958.

[2] Interni materidly laboratote automatizace a laboratore mikroprocesorové
techniky SPSSaE Resslova Usti nad Labem.

[3] Lacina, J.: Automatizace 1. [pdf] Chomutov: Stfedni primyslovd skola
a Vyssi odborna skola Chomutov, pfispévkova organizace, 2013
(cit. 16. 7. 2016).



80 Jan Petrasek

[4] Lacina, J.: Automatizace 2. [pdf] Chomutov: Stfedni pramyslova Skola
a Vyssi odborna skola Chomutov, prispévkova organizace, 2013
(cit. 16. 7. 2016).

[5] Vylegala, P.. ROBOTI: Snimace a senzory. 2013. CZ.1.07/1.1.24/01.0066



LETNI SKOLA MATEMATIKY A FYZIKY 2016 81

FYZIKA JAKO NASTROJ KOMUNIKACE

Jan Petrasek

Dnes jsem si pro Vas pripravil trochu jinou prednéasku z fyziky. Jak byva
mym zvykem, jde opét o pfednasku z aplikované fyziky. Na tvod bych rad citoval
v prekladu zakladatele kybernetiky a vytecného matematika Norberta Wienera,
ktery pravil: ,Bez vyjimky kaZdd informace dochdzi k nam néjok zdeformovand
a zuboZend.“

Nezli se spole¢né dame do prace, mél bych také prozradit néco malo o sobé.
Nejsem fyzikem v pravém slova smyslu, mérici technika a experimentélni fy-
zika je jeden z mych konic¢kl. Plisobim jako lektor v pocitacové skole Globis
se specializaci na technologie spole¢nosti Microsoft corporation a Autodesk Inc.
Na Jihoceské université studuji ucitelstvi informatiky a fyziky pro stfedni skoly
a pod zastitou laboratore Embedded systémil se zaobirdm IoT technologiemi
spolec¢nosti Microsoft.

Jak je z tivodniho citatu patrné, dnesni povidani nebude o samotné fyzice,
ale dotkneme se i svéta informatiky, kde zapo¢neme, podivame se na to, co
jsou data, informace a jak se kdduji, jak spoletné komunikujeme a nasledné se
podivame, jak ke komunikaci vyuzivame vlnéni, tedy presnéji zvuk a svétlo.

1 KOMUNIKACE, DATA A INFORMACE

Zamysleme se, jak spolu lidé mohou komunikovat? MoZnosti je nepreberné mnoz-
stvi, naptiklad mluvenou feci, dopisy, gesty a doteky, uménim, medialnimi pro-
stfedky, emailem, chaty, telefony, ... Uz jen pii pohledu na tento kratky vycet
je jasné, ze Casto potiebujeme néjaké spojeni, néjak néco prenést. To, co chceme
predat druhym, to je informace a k tomu, abychom ji mohli pfedat, vyuzivame
data. Informace a data, to nejsou fyzikdlni pojmy, proto pojdme na navstévu
do svéta informatiky, aby nam pomohla spojit nasi potfebu predat informace
s fyzikou.

1.1 DAtA

Co jsou data? Data jsou posloupnost symboli, jimz je pfifazena urcita interpre-
tace. Rikéte si, no to je jasné, nenapadd mé posloupnost symbolfl, kterou bych
napsal(a) bez toho, abych védél(a), co znamend. Ukazi vam tedy piiklad nééeho,
co data nejsou. Pokud mame posloupnost symboli ,,0x64“ o co se jedna? Jde
o matematicky vyraz, tedy: y = 0 x 64, ¢i o znak ,@Q“ v Ascii kédovani, nebo
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snad jde o adresu v paméti pocitace, ktera je: 100000077 Ani jedna z odpoveédi
neni Spatné, ale jako informatik bych uvazoval pouze posledni dvé moznosti, pro-
toze Ascii kédovani se Casto zapisuje v podobé haxadecimdlnich ¢islic a adresy
té, hexadecimélni zapis byva v informatice zvykem uvozovat pravé posloupnosti
,0x.

1.2 INFORMACE

A co ona zmifiovand informace? Informatici si definuji jako: Necht (U,P) je ko-
ne¢ny pravdépodobnostni prostor. Jestlize A je néjaky jev v tomto prostoru, pak
mnozstvi informace obsazené v tomto jevu je:

114) =108, (3057 ) = = oma(PCA) 1)

kde a je libovolny zaklad logaritmu, v informatice je vzdy a = 2 a ve fyzice je
nejéastéji a = e. Ze vam to moc neiika, tak si pojdme nadefinovat diléi variantu
a na té si jiz ukazeme, co to vlastné je a jak se s tim setkdme v bézném Zzivoté.
Necht (U,P) je koneény pravdépodobnostni prostor. Jestlize A a B jsou jevy
v tomto prostoru a P(B) > 0, pak podminéna informace, kterd je podminéna
jevem B, je dana:

(2)

I(A| B) = —log, (P(A| B)) = — log, (M) ,

P(B)

kde P(A N B) je pravdépodobnost, Ze nastanou oba jevy ziroveii a P(B) je
pravdépodobnost jevu B. Prejdéme nyni ke slibovanému prikladu, protoze obé
definice jsou srozumitelné leda matematikovi, nebo teoretickému informatikovi.
Mame chat, kde si Adam pise s Evou.

Jev B: Adam napsal slovo ,,té“. Situace AN B: Adam naspal souslovi , miluji

£&. Vime, ze P(B) je 20 % a P(ANB) = 3 %, potom I(A | B) = — log, (%) =
= 2,737 bit. Méjme druhy chat, kde si opét pisi Adam a Eva. Jev B: Adam napsal

slovo ,,ji“. Situace A N B: Adam naspal souslovi ,miluji ji“. Vime, ze P(B) je

20 % a P(AN B) = 15 %, potom I(A | B) = —log, (%) = 0,415 b.

Jesté v tom nejspis nic nevidite, tak si to pojdme rozebrat lidskou feci. Z prv-
niho chatu mame od Adama informaci o velikosti 2,737 bit, ale co se v ni scho-
vava? Kdyz se podivame na prepis chatu, tak vidime, Ze nejspis Adam a Eva
spolu chodi, nebo by si to alesponi Adam chtél. Vime také, Ze se mu Eva libi
a je bud jeho pritelkyné, nebo kamaradka. V druhém chatu mame od Adama
informaci pouze 0,415 bit, a co se v ni je? Vime, ze Adam mé néjakou pritel-
kyni, nebo se mu libi néjaka sle¢na, o které nevime viibec nic, jen to, Ze to neni
Eva. Nevim ani, kdo je Eva, jestli je to jeho sestra, spoluzacka, teta, babicka,
kamaradka, dcera, ... Z druhého chatu jsme nevycetli nic o Evé, ani o Adamové
pritelkyni, neobdrzeli jsme prakticky zddnou informaci.
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Zustanme jesté chvilku u nasich chatd, pismena m, i, I, u, j, t, € predsta-
vuji naSe symboly, slova ,miluji, ,ji, ,t&“ jsou data (i kazdé samostatné nese
informaci dle prvni definice), ale pro nas jsou zajimavé az soubory (datasety),
coz jsou usporadané posloupnosti dat, nesouci urcitou informaci. V nasem pfi-
padé jsou soubory souslovimi ,miluji té“ a ,miluji ji“. VSimnéme si, Ze méné
pravdépodobné jevy nam poskytnou vice informace, nezli jevy s vysokou prav-
dépodobnosti. A jak tohle vSechno souvisi s fyzikou? Zatim to prili§ nevypada,
ale uz se nam to propojeni komunikace a fyziky zac¢iné rysovat. Za pomoci in-
formatiky se ndm podafilo uchopit komunikaci, nyni ji stac¢i zakédovat a povésit
na néjaky fyzikalni jev.

1.3 KODOVANI

Kdédovani umoznuje informaci bezpecné ulozit a prenést. Kédovani mame celou
fadu a vybirdme si na zékladé povahy informace a toho, co s ni chceme udinit.
Jako pfiklad takového procesu prace s informaci muze poslouzit obrazek 1.

Zprava na chatu v
podobé textu

Zprava na chatu v

«— Font |¢— Zakodovéni [ pienos—] 5dovani Font —»|
fenos— Dekodovani - podobé textu

Obr. 1: Proces pfenosu informace na chatu Zdroj: Vlastni

Jen kratce, co se na obrazku déje, pokud napisi zpravu, tak data z klavesnice
se zakdéduji a prenesou se k adresatovi, kde se dekdduji a pomoci fontu se jim
prifadi grafickd podoba. Na mém zafizeni nedojde k zakddovani dat, ale pomoci
fontu se jim rovnou ptifadi grafickd podoba. Jako pfiklady béznych kédovéani
pismen a ¢islic je uvedena tabulka 1.

Tabulka 1: P¥iklady kédovani znakt Zdroj: [4]

Znak ACII ACII ISO 8859-2 | UTF16
[dec] [bin] [dec] [hex]
P 80 1010000 80 Feff0050
Q@ 64 1000000 64 Feff0040
0 48 0110000 48 Feff0030
a 97 1100001 97 Feff0061
il 0249 | 11111001 249 Feff016f
S 0154 | 10011010 185 Feff009a
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Informaci, kterou chceme predat, mame jiz zakédovanou, nyni ji staci ,po-
vésit® na vhodny fyzikdlni jev a mame hotovo. Nebudu zde jiz dlouho napi-
nat, protoze dle duality castice a vlny lze vSemu, co se pohybuje priradit vl-
nové vlastnosti, budeme i nasi informaci sifit ddle pomoci vlnéni. Ono jak se
za chvilku ukéze, déldme to dnes a denné ani o tom nepfemyslime. Nezli se
pustime do hratek se zvukem a svétlem, musime si Fici néco malo o vlnach
obecné.

2 NECO MALO O VLNACH

Viny mame 3 zékladnich druhti: Viny mechanické — tyto viny jsou nejzna-
mé&jsi, protoZe se s nimi téméf neustale setkdvame. Ridi se Newtonovymi z4-
kony a mohou existovat pouze v uréitém latkovém prostiedi (voda, vzduch,
hornina). Vlny elektromagnetické — ty jsou jiz zndmé o néco méné, avsak
pouzivame je prakticky neustale; bézné ptiklady jsou viditelné a ultrafialové
svétlo, radiové a televizni viny, ... Pro svou existenci nevyzaduji latkové pro-
stfedi. VSechny elektromagnetické viny se ve vakuu $ifi stejnou (mezni) rychlosti
c = 299792458 = \/‘% m - s~!. Vlny hmoty (de Broglieho vlny) — i kdyz
se tyto vlny bézné vyskytuji v modernich zafizenich, neni tento druh vin prili§
znam. Elektrony, protony, dalsi elementarni ¢astice a dokonce atomy a molekuly
se projevuji jako viny.

Pro nase dalsi povidani nam budou stacit vlny mechanické a elektromag-
netické. Abychom si dale vyfiltrovali mechanické viny a postupné se tak pro
pracovali ke zvuku, musime si uvést jesté dalsi déleni. Mechanické viny délime
jesté na podélné a pricné. Podélné viny jsou takové, ve kterych se ¢astice média
pohybuji ve sméru rovnobézném se smérem rychlosti siteni, napfiklad zvuk Sifici
se ve vzduchu. Pri¢né vlny naproti tomu zptisobuji pohyb ¢astice média kolmo
na rychlost Sifeni. Nenechme se zmast, protoze ac¢ toto déleni vypadéa zcela jed-
noduse a pochopitelné, tak vlna na mofi je pfi¢na i podélna soucasné. Abychom
ta déleni dokondili, zbyva nam posledni zptisob rozdéleni vin, a to na stojaté
a postupné. Stojaté vlnéni vznikd v hudebnich nastrojich a na napnuté struné,
ale pro ucely naseho dnesniho povidani jej nepotiebuje nijak dirazné vyuzivat,
pro nas je mnohem zajimavéjsi postupné vlnéni, kterému se budeme vénovat
cely zbytek prednasky.

Pojdme se podivat, co ndm o postupném vlnéni pravi teorie okofenénd mate-
matikou, ale nemusite se ni¢eho obavat, bude nam stacit ivod do stFedoskolské
matematiky. Abychom si vSe zjednodusili, budeme predpokladat jednorozmeér-
nou vlnu sifici se podél osy z a to az do doby, nezli bude feceno jinak. Postupna
vlna Sifici se podél osy z lze popsat rovnici:

Y(2,t) = Ymax sin(kz — wt + ), (3)

kde kx — wt predstavuje fazi, ¢ je fazovy posun viny, pokud neni zmétfeno nebo
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zadéno jinak, je ¢ = 0,k je dhlovy vlnocet (k = 2%, kde A je vlnové délka)
a w je uhlova frekvence, ostatni aktéry naseho vztahu jiz davérné zname, jsou
jimi poloha (z) a ¢as (t). Vlnu, krom jeji rovnice a vlnové délky, charakterizuje
téz frekvence a rychlost $ifeni. Frekvence je dana vztahem:

1 w

f:_

kde T je perioda kmitd. Pro fizovou rychlost (mino ni mame jesté grupovou
a transversalni rychlost, ale témi se bliZze zaobirat nebudeme) mizeme psat:

w A

= —_— = — = >\ .
b=t =2 =) (5)
A pro grupovou rychlost (rychlost pohybu obalky viny) mtZeme psét:
Aw
Vg = E (6)

Vztahem pro grupovou rychlost jsme dokonéili nasi rychlou exkursi do teoretic-
kého svéta obecného vIinéni a jiz nastal ¢as podivat se na prvni ,komunikac¢ni*
vlnéni, kterym je zvuk.

3 ZVUK

Zvuk je podélné mechanické vInéni, které nam zprostredkovava asi nejpriroze-
néjsi zptsob komunikace, tedy fe¢. Zvuk (uvazujeme-li opét Sifeni podél jediné
osy) lze popsat pomoci rovnice (3), kde polozime ¢ = 0. Zvuk se v prostoru se
zvuk §ifi pomoci zmén tlaku, které zachytavaji sluchova tstroji zivocichu (lidské
ucho vnima zménu tlaku v rozsahu od 2 - 107° do 28 Pa). ProtoZe zvuk je me-
chanickym vIlnénim, je jeho rychlost zavisla na vlastnostech prostfedi, ve kterém
se sifi. Pro rychlost zvuku mzeme psat:

Ap . . Y
N7 % elasticita prostfredi M)
v = ~ .
p setrvacnost prostiedi
Pro suchy vzduch pokojové teploty je rychlost ifeni zvuku cca 340 m/s. S rych-

......

téloso pri svém pohybu prekroc¢i rychlost Sifeni zvuku v daném prostiedi. Jak
je to mozné? Pokud se téleso pohybue v protiedi, tak jej rozrazi a tim vznika
zména tlaku. Sifeni zvuku v prostoru si mfizeme ptedstavit, jako vlny na hla-
diné, po dopadu kamene, ty tvoii soustiedné kruhy (vlnoplochy), ale jak vypa-
daji viny po prijezdu lodi? Vysvétlenim je Machav kuzel, zobrazneny na ob-
razku.



86 Jan Petrasek

~
~

N
<
- N
\\
W
DN N povrch
N \\/ Machova kuzele
vt N

/ W+ \ ¥
[ W\ Wer Y2

le { Z(:j 1]) .- 7 *

Obr. 2: Machtiv kuzel Zdroj: [3]

Kruznice na obrazku 2 jsou jednotlivé vlnoplochy. Na povrchu kuzele (vy-
znacen Cerchované) dochézi ke skladani (interferenci, tedy souc¢tu) vln. Pokud
je zdroj v klidu, jsou vlnoplochy soustfedné, pokud se zdroj zac¢ne pohybovat,
dochéazi ke zhustovani vinoploch ve sméru pohybu zdroje a pokud zdroj prekroci
rychlost sifeni, vlnoplochy vznikaji az za zdrojem vlivem ,zaceleni* brazdy za
télesem.

Zvuk pokryva mnohem vétsi ¢ast frekvencéniho spektra, nezli jsme schopni
vnimat sluchem, nase usi vnimaji v rozsahu od 20 Hz do 20 kHz, coz neznamena,
ze vySSi i nizsi frekvence neexistuji, nebo nas neovliviiuji. Frekvencim nizsim,
nezli 20 Hz, fikdm infrazvuk a naopak frekvencim vyssim, nezli 20 kHz, fikdme
ultrazvuk, ktery ma velké uplatnéni v mediciné, technice, ale i pfi ziskdvani
a prenosu informace.

3.1 DOPPLERUV JEV
S frekvenci zvuku souvisi dalsi zajimavy jev zvany Dopplerav, ktery popisuje
zménu vnimané frekvence v zavislosti na pohybu zdroje zvuku i detektoru. Pokud
se pohybuje detektor, tak f = fo%, kde v je rychlost zvuku, + je pokud se
detektor blizi ke zdroji, pokud se detektor vzdaluje od zdroje, tak je —, z ¢ehoz
plyne, Ze pokud se zdroj zvuku pfiblizuje k detektoru, detektor zaznamena vyssi
frekvenci zvuku. Obecné pro pohyb detektoru i zdroje po jedné primce muzeme
psét:

v+ vy

vVF U,

f=/o

(8)

Posledni, co si o zvuku fekneme, je jeho intenzita (lidové hlasitost) a jeji vni-
mand Uroverl. Intenzita zvuku roste s frekvenci a aplitudou viny. Lidské ucho je
neobycejné citlivy detektor, ktery dokaze vnimat intenzitu v rozsahu 12 rad, to
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je od prahu slysitelnosti (10~'2 Wm™?2) az po prach bolesti (3,162 Wm™?2). In-
tenzitu zvuku obycejné udavame v dB, prahu bolesti odpovida hodnota 125 dB
a prahu slysitelnosti 0 dB. Jako piiklady pro predstavu mohu uvést: Sum listi=
= 20 dB, tlumeny hovor = 40 dB, startujici letadlo (1 m) = 120 dB, petardy
(bezprostiedni blizkost) = 170 dB. Jak vypoéitame tyto hladiny? Odpovédi je
nasledujici rovnice, ktera zakonéi nase povidani i zvuku.

1 £ Lovw?y?
=101 — ) =101 __4mr? 101 2077 Im
I} 00g<10> 00g<1.1012>\/ Oog<1.1012>, (9)

kde P predstavuje vykon zdroje, r predstavuje vzdalenost od zdroje V je logicka
spojka nebo, kterd oddé€luje dvé varianty rovnice, a zbyvajici aktéry jiz duvérné
zname.

4 SVETLO

Vétsinu problematiky mame jiz za sebou a jdeme na posledni fyzikalni prost¥edek
k pfenosu informace, o kterém bude dnes Feé. Svétlo (spiSe elektromagnetické
vInéni obecné) je nejrychlejsim moznym zpisobem pienosu informace, ve vakuu
se bez ohledu na pohybovy stav pozorovatele i vztaznou soustavu pohybuje
mezni rychlosti ¢, ktera se pfesné urci jako:

>~ 299792 458 ms ™! (10)

CcC =
Ho€o
Ve hmotném prosttedi se svétlo sifi o néco pomaleji, protoze mu prostiedi klade
odpor, rychlost svétla v konkrétnim prostfedi muzeme urcit jako:

c C
V= — =

kde n znaci index lomu materidlu. Jen pro predstavu, naptiklad v kifemikovém
skle (n = 1,54) je rychlost Sifeni svétla zhruba 2/3c. O elektromagnetickém
vlnéni lze obecné Tici, ze elektricka a magneticka slozka jsou na sebe kolmé a obé
jsou kolmé na smér Sifeni viny. Elektromagneticka vlna prenasi energii i hybnost,
proto ptsobi tlakem na téleso, na néjz dopada. Tento tlak muzeme urcit jako:

(11)

1.5 A
p=t-Ze s L (12)
S S c c
Coz naznacuje Casticové vlastnosti svétla a opravdu dle principu duality z kvan-
tové mechaniky tomu tak je. Z ¢asticového pohledu je svétlo proudem fotond,
které prenasi energii, ale sami jsou nehmotné. Nemyslete si ale, ze svétlo pu-
sobi na téleso, kam dopadé néjak velkym tlakem, tlak vyvolany 5 mW Cervenym
laserem je fadové 1075 Pa.
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Jestli jsou jen 2 véci, které byste si o svétle méli pamatovat, tak je to jeho
rychlost a Snellitv zdkon (zdkon lomu), o kterém si néco povime nyni. Tyto dvé
znalosti jsou pro nas klicové, abychom mohli pomoci svétla predavat informace.

4.1 SNELLUV ZAKON

Se zakonem lomu se poji celkem trojice vztaht, kterou si uvedeme a ke kazdému
z nich si néco méalo povime.

nq sin(f1) = no sin(fs). (13)

Vztah (13) je vlastni zdkon lomu, 6; je thel dopadu, 2 je thel lomu, n; je
index lomu prostiedi, ze kterého paprsek prichdzi a no je index lomu prostiedi,
do kterého paprsek vstupuje. Pokud n; < ng, tak se paprsek lame ke kolmici,
v opacném piipadé dochazi k lomu od kolmice. Lom paprsku je zptisoben zménou
rychlosti, kterou se svétlo pohybuje v jednotlivych prostfedich, nasledujici vztah
vyjadiuje, jak se k sobé maji rychlosti svétla a indexy lomu

vi_ N2 (14)

V2 niy

Posledni vztah souvisejici se Snellovym zdkonem je vztah pro urceni kritického
thlu, pokud paprsek dopada pod thlem, ktery je vétsi, nezli kriticky, dochazi
k jeho tplnému odrazu a neprostupuje do druhého prostiedi

0y = arcsin (@) . (15)

ni

4.2 7ZDROJE SVETLA

Zakladni informace o svétle jsme si Tekli, nyni ndm uz k realizaci pfedani in-
formace prekazi jedina véc, nevime nic o zdrojich svétla. Vynechme na chvilku
pfirodni zdroje a pojdme se podivat na ty umélé. Nejstarsim elektrickym zdro-
jem svétla je obloukova lampa vynalezend Frantiskem Krizikem roku 1878, ktera
pracuje na principu zapaleného a udrzovaného elektrického oblouku mezi dvojici
uhlikovych elektrod. O rok pozdéji (1879) pfichazi se svou zarovkou Thomas
Alva Edison. Modernéjsi zarovky pracuji na principu rozzhaveni wolframového
dratku na vysokou teplotu a svétlo se uvoliiuje dle principu zafeni ¢erného télesa.
Oba zdroje jsou fajn, ale jak asi vSichni citime, pro pfenos informace nejsou iplné
idealni v 21. stoleti, ale na druhou stranu s jejich pomoci lze posilat spravy v Mor-
seové abecedé. Pri dal$im patrani po vhodném zdroji svétla narazime na LED,
které pracuji na principu kvantovych jevii (nebude bliZe popisovat). Jesté lepsim
zdrojem pro pfenos informaci jsou lasery (téZ pracuji na kvantovém principu).
Na obrazku si mizete, prohlédnou ptvodni vyrobni nakres K¥izikovy obloukové
lampy.
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Obr. 3: Nékres obloukové lampy Zdroj: [5]

5 OPTICKE DATOVE SITE

Se zdroji svétla jsme se pomalu, ale jisté dostali k posledni ¢asti dnesni pred-
nasky, jde o vrchol v oblasti soucasné sdélovaci techniky, nadsenci jisté tusi, ze
jde o optické datové sité. Optické datové sité tvori pater dnesniho internetu, pro-
pojuji kontinenty, staty, mésta, méstské ctvrti, védecka pracovisté, datova centra
a jiz se objevuji pokusy o doméci nasazeni. Pomoci optickych siti se zajistuje
¢innost zabezpecovacich zafizeni na Zeleznici, v letectvi, i na silnicich. Pfenosové
médium tvori opticka vldkna, kterd se po 12, 48, nebo 92 sdruzuji do kabeli
pro dany server, tyto kabely pro potieby spoje na delsi vzdalenost sestavuji do
mohutnych kabeli, které obsahuji statisice az miliony vladken. Vldkna se reali-
zuji z LDG (low dispersion glass), tedy nejéastéji z kfemikového skla. Typickou
rychlosti $ifeni signilu vldknem je 2/3c¢ (neni VAm tato hodnota povédom&?)
a kazdé vlakno je obaleno materidlem s vysokou odrazivosti. Vlakna mutzeme
rozdélit do dvou velkych skupin dle dvojice kritérii. Prvni déleni je na jedno vi-
dové (vlakno nese jediny paprsek a jde o preferovanou technologii) a vice vidova
(vldknem se najednou $ifi nékolik riznych signalt). Druhé déleni je dle indexu
lomu LDG, méme vldkna se skokovou zménou (uvnit¥ vldkna dochazi k uplnym
odrazim paprsku) a vldkna s gradientni zménou (index lomu se méni spojité,
coz vede k ,ohybu“ paprsku). Pro pfenos dat pouzivame 3 vinovych délek: 850,
1310 a 1550 nm.

5.1 OPTICKA VLAKNA

Jedno vidové vldkna se kombinuji vyhradné s lasery a prenasi informace na
vlnach o vlnové délce 1310 a 1550 nm. Jsou vhodné pro prenos na velké vzda-
lenosti a pro komunikaci pocitace je potfeba minimalné dvojice vldken (jedno
pro vysildni a jedno pro pfijem). Vlastni jddro mé prifez 8 az 9 um a disponuje
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SM-SI (Single Mode Fibre)
7%, Y 77,

82z 10um "125um jednovidové optické vlakno

Obr. 4: Nakres jedno vidového optického vldkna Zdroj: Interni materidly UAI
JCU

gradientni zménou indexu lomu. Jadro je obklopeno plastém o prufezu 125 pym.
Maximalni pfenosova rychlost, které se podarilo s timto typem vldken dosdhnout
na vzdélenosti 50 km, je 26 Th/s, tedy béhem jedné sekundy se podafilo pFenést
3,25 TB dat. Prohlédnout si ndkres vldkna miizete na obrazku 4.

Vice vidova opticka vlakna pouzivaji jako zdroj zafeni infra LED pro vinové
délky 850 a 1310 nm, nebo laser pro vlnovou délku 1310 nm. Jak jiz bylo feceno,
tato vldkna prendseji nékolik riznych signdli (jednim smérem), proto maji vice
vstupnich hld a vétsi prirez jadra, ktery ¢ini 50 nebo 62,5 pum, plast je stejny
jako v pripadé jedno vidovych vlaken. Uplatiiuji se zde obé technologie, jak sko-
kova zména indexu lomu, tak gradientni zména indexu lomu. Diky pfenosu vice
signalt jednim vldknem tato vldkna trapi jak chromatickd, tak vidova disperze
vedouci k deformaci prenaseného signalu s ¢imz je spojeno nebezpeci poskozeni
prenasené informace. Tato vldkna jsou vhodné pro prenos informace na kratké
vzdélenosti (do 10 km).

Obr. 5: Vice vidové vldkno se skokovou zménou indexu lomu (napravo) a s gra-
dientni zménou indexu lomu (vlevo) Zdroj: Interni materidly UAI JCU

Podivejme se na optickd vlakna trosku z ptacéi perspektivy a v bodech si

vvvvvv

e Numericka apertura — sinus maximalniho vstupniho thlu

e Vidova disperze — rtizné vidy se $ifi vlaknem po rtiznych drahach stejnou
rychlosti = dorazi v rizny ¢as = deformace signdlu

e Chromaticka disperze — pro rizné vinové délky ma dany materidl ruzny
index lomu = rtzné rychlost Sifeni = deformace signalu
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Obr. 6: Zavislost utlumu optického vldkna délky 1 km na vinové délce svétla
Zdroj: interni materialy UAI JCU

e Ohyb — maximélni mozné ohnuti vodice, které nevede k prekroceni mezniho
uhlu pro zadny z prendsenych vidl (nedojde ke ztraté dat)

e Mikroohyb — vyrobni vada vldkna nebo Spatnd pokladka, dusledkem je
zvyseni utlumu signalu

e Utlum vlakna — udava ,odpor“ priichodu signalu kladeny vlaknem o dolce
1 km, jinymi slovy, kolik energie stoji signal, aby prosel vldknem o délce
1 km

5.2 SITOVE KARTY

O prenosovém médiu jiz mame urcité povédomi, ale co nam chybi ke Stésti jsou
vysilade a pfijimace, neboli sitové karty. Jako vysilace se pouzivaji jiz zmitnované
infra LED, které maji nekoherentni zafeni, Sirokou spektralni charakteristiku
a malé optické vykony. Druhou variantou jsou LD (laser diode), jejichZ zafeni je
vysoce koherentni, maji iizkou spektralni charakteristiku a velké optické vykony.
Jako pfijimace se vyuzivaji fototranzistory (v osobnich stanicich), PIN fotodi-
ody a lavinové fotodiody. Vzhledem k nutnosti znalosti fyziky pevnych latek
a kvantové mechaniky se nebudeme poustét do dalsitho popisu jejich ¢innosti,
jen si fekneme, Ze dopadajici svétlo je jimi velmi rychle a efektivné prevedeno
na kvalitni elektricky signal.
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5.3 BEZDRATOVE OPTICKESITE

T¥esnickou na dortu, na jejimz vyzkumu se jiz od pocatku podili i Ustecka uni-
versita a spolu s VSB, VUT, CVUT a UK se fadi mezi nékolik malo akademic-
kych pracovist provozujicich aktivné tuto technologii, jsou bezdratové optické
sité. Pro prenos dat se pouzivaji optické pulsné modulované signaly, které maji
frekvenci mezi 100 a 1 000 THz. Pouzivéa se svétlo o kratké vinové délce: 800 nm
a dlouhé vinové délce: 1550 nm. Kazdy spoj je tvofen ze dvou stejnych jedno-
tek, které musi mit mezi sebou pfimou viditelnost. Kazda jednotka se sklada
z vysilace a pfijimace a elektronické c¢asti, ktera se stard o prevod signalu do
pocitaci srozumitelného kédu. Principem vysilace je vyslat svétlo o nejvétsim
mozném vykonu tak, aby dopadalo na plochu pfijimace. Jako svételny zdroj lze
pouzit vykonnou LED nebo laserovou diodu. Vyhoda laseru je ve vyssim vykonu
a minimalni divergenci. Nevyhodou je, Ze laserova dioda je velmi drahé, vyza-
duje slozité elektronické obvody a musime ji chladit. Naopak LED dioda je velmi
levné a jednoducha. O jednoduchosti LED diod svédéi i to, Ze se pouzivaji do
amatérskych, doma sestavenych spoji na bazi RONJA. Lasery se naopak pou-
zivaji do velmi drahych profesionalnich spoju. Pfijima¢ ma za kol pochytit co
nejvice svétla vysilaného vysilacem a usmérnit ho na detektor, kterym je ve vét-
§iné pripadi rychla lavinova fotodioda. Pfijimac se konstruuje tak, aby mél co
nejvétsi plochu a usmeériioval svétlo na fotodiodu. Aktivni plocha fotodetektora
byva 1 mm? nebo méné. Z vyse uvedenych faktt vyplyva, Ze jsou kladeny vysoké
naroky na upevnéni spoju. Sebemensi zachvéni vysilace by mohlo zptsobit met-
rové odchylky paprsku. Proto pouzivané drzaky byvaji zpravidla velmi robustni
a naddimenzované. Zaroven ale musi pti instalaci umoznovat presné zamérovani
v jednotkéach milirad. Na dalsi omezeni narazime pri instalaci na vyskové budovy.
Ty, jak je znamo, se kyvaji v ramci decimetri, proto nékteré optické systémy
mivaji systémy aktivniho zamérovani, které automaticky upravuji smér paprsku.

Obr. 7: Jednotka bezdratové optické sité RONJA Zdroj: [1]
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N4&s spolecny cas, ktery jsme na tuto prenasku méli, se jiz nachyluje ke svému
konci a nezli se rozuteceme, rad bych se rozloucil dalsim citdtem, tentokrat od
Alberta Einsteina: ,Fantazie je duleZitéjsi nez informace.“ Dékuji vam vSem za
pozornost a budu se tésit nékdy pristé u dalsiho z témat aplikované fyziky.
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SILNY ZAKON MALYCH CISEL
Lubos Pick

Uvob

Néazev je parafrazi na pomérné dost znamy silny zakon velkych ¢isel, ktery patii
k zakladnim stavebnim kamentim matematické statistiky a pravi, ze vybérovy
primér nahodnych veli¢in by mél skoro jisté konvergovat ke stfedni hodnoté.
V pripadé klasické homogenni kostky o Sesti sténach to znamend, ze je stredni
hodnota kazdého hodu je rovna

1+2+3+4+5+6_35
6 e

Takze budeme-li hazet dost dlouho, pak se primér vSech hodd bude blizit hod-
noté 3,5. Nebo budeme-li hazet dost dlouho, urc¢ité nam alespon jedou padne
3,5.

Nés ovsem bude zajimat silny zakon malych ¢isel, coz je iplné néco jiného
a navic ma oproti silnému zakonu velkych ¢isel jisté podstatné nevyhody. Jednak
se projevuje se jen obcas, a hlavné dost casto neplati. Takze jako matematicky
koncept nevypada prilis divéryhodné, presto vsak stoji za studium.

POPIS PRINCIPU

Jak je vSeobecné znamo, navykli jsme si povazovat matematiku za exaktni védu.
Na tviréim procesu objevovani novych matematickych zakoni ale nic exaktniho
neni. Dva nejdilezitéjsi prvky matematického vyzkumu jsou uméni polozit si
spravnou otazku a schopnost rozpoznat schéma. Jenze pro pokladani spravnych
otéazek neexistuje algoritmus a to, co se nam zprvu jevi jako schéma, se nakonec

miZe ukdzat jen (ne)stastnou shodou okolnosti.

AUTOR ZAKONA

Autorem zakona je kanadsky matematik Richard Kenneth Guy (obr. 1) z Uni-
versity of Calgary.

Jak sam pise ve svych ¢lancich, dlouha 1éta se snazil vypreparovat optimélni
formulaci zédkona. Nakonec jich publikoval nékolik, uvedme tu posledni: There
aren’t enough small numbers to meet the many demands made of them. Tedy
néco jako: Na to, kolik se toho po nich chce, je malych cisel prilis mdlo. Je jich
tak malo, ze zakonité vznikaji podivné ndhody, které nas pak zavadéji na scesti,
nebot jsme néchylni je mylné povazovat za schémata.
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Obr. 1

VYKLAD ZAKONA

Zakon, jenz je zaroven dravou Skyllou, ktera hravé zhati veskeré plany na zobec-
novani smélych hypotéz, i nenasytnou Charybdou, v jejimz bezedném chitanu
nenavratné mizi kazdy pokus o diikaz néjakého tvrzeni, zptisobuje matematikovi
bolestné dilema, zda se ma vydat smérem k ovéfeni domnénky, nebo radéji za
protipfikladem. Objevime-li cosi, co prfi troSe fantazie vypada jako naznak na-
déjného schématu, mame v podstaté dvé moznosti: bud je nase schéma opravdu
schématem, tedy jakymsi novym a zajimavym matematickym zdkonem, nebo jde
o pouhou shodu okolnosti vyvolanou ptisobenim silného zdkona malych Cisel. Za-
sadni otdzka pochopitelné zni, jak pozname, ktera z téchto moznosti nastala? Na
tuto otdzku bohuzel neexistuje zadna universalni odpovéd.

RoOzcvICKA
Neni tézké nalézt jednoduché priklady ilustrujici vyse uvedenou tivahu. Zkusme
si kuprikladu nejprve rozmyslet, které z nasledujicich vyroki o pfirozenych ¢is-
lech jsou pravdivé:

e kazdé druhé cislo v prvni stovce je sudé,

e 10 procent z prvniho sta ¢isel tvoii kvadraty,

e Ctvrtina z prvniho sta ¢isel jsou prvocisla,

e vSechna cisla mensi nez 10 az na jedno jsou né€jakou mocninou prvocisla,

e polovina z prvnich deseti ¢isel jsou Fibonacciova.

Ano, spravnég, pravdivé jsou vSechny. A ted se zamysleme nad tim, které

z nich pfedstavuji schémata. V tomto pripadé schématem rozumime néjaky ma-
tematicky princip, ktery ma obecnéjsi platnost nez jen v ramci prvni stovky
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nebo prvni desitky ¢isel. Zkusme tedy rozsirit uvedend smélé tvrzeni na druhou
stovku nebo desitku ¢isel a pozorujme, zda nékteré z nich tuto operaci prezije:

e kazdé druhé ¢islo v prvnich dvou stovkach je sudé,

e 10 procent z prvnich dvou set ¢isel tvori kvadraty,

e ¢tvrtina z prvnich dvou set ¢isel jsou prvocdisla,

e vSechna ¢isla mensi nez 20 az na jedno jsou néjakou mocninou prvocisla,

e polovina z prvnich dvaceti ¢isel jsou Fibonacciova.

Jak vidno, prezije pouze prvni vyrok, nasledujici ¢tyti ani ndhodou. Posouzeni
uvedenych vyroku je samoziejmé trestuhodné trividlni a u téch poslednich ¢tyrt
by asi zcestnd myslenka na jejich zobecniovani napadla méalokoho. Existuji ale

vvvvvv

ZRADNE POSLOUPNOSTI

Zasadni studnici ptikladid, na nichz silny zakon malych cisel fadi vskutku ne-
horazné, tvofi oblast posloupnosti pfirozenych (nebo obecnéji redlnych) ¢isel.
O slavné posloupnosti 1,2,4,8,16,31,... (pocet oblasti, na které rozdéli kruh
spojnice n bodt lezici na jeho obvodové kruznici) toho bylo napséno jiz hodné.
Pohledme vSak kupfikladu na posloupnost

1,2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31,37, 41, 43,47, 53,59, . . .,
po jejimz ohledani by asi malokdo ¢ekal pokracovani
1,2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31, 37,41, 43,47, 53,59, 60, 61, . ..

Pritom jde o pripustné fady jednoduchych grup, tedy vcelku dost dulezity kon-
cept elementarni algebry. Je tedy vidét, Ze zalezi na tom, kolik toho ze schématu
odhalime, chceme-li po nékom, aby uhodl pokracovani (jak to s oblibou €ini
napiiklad délaji psychologové ve svych poradnach). U nékterych ¢astecné odha-
lenych posloupnosti se nizor na jejich nasledujici vyvoj mize ménit s kazdym
novym zvefejnénym ¢lenem. Partition function, znama a dulezita funkce v teorii
¢isel udavajici, kolika zpusoby lze zapsat prirozené ¢islo a nulu ve tvaru souc¢tu
pfirozenych ¢isel, je toho notorickym piikladem:

1,1,2,3,...

A hele, Fibonacciova ¢islal
1,1,2,3,5,...

No jasné, vzdyt jsem to Fikal.

1,1,2,3,5,7,..
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Aha, tak ne, tak prvocisla.
1,1,2,3,5,7,11,...
Vyborné, krasné mi to sedi.
1,1,2,3,5,7,11,15,...
Sakra pes. Ze by lich4 ¢isla?
1,1,2,3,5,7,11,15,22, 30,42, . ..
Co je to za blazinec?

ZAUZLENT

Nyni uvedeme nékolik testovacich ptikladfi. Ukolem étenafe bude vizdy rozhod-
nout, zda naznacCend zakonitost je zarodkem ryziho matematického schématu,
nebo zda jde o projev silného zdkona malych ¢isel. Zkuste si tipnout. Odpovédi
naleznete v nasledujicim oddilu.

Pi#iklad 1 Cisla

2’ 11 =1,

22 11 =3,

22 _

22" 11 =17,
92" 11 = 257

22" 11 = 65537
jsou prvoéisla. Jde o ryzi schéma, nebo o projev SZMC?

Ptiklad 2 Cislo 2" — 1 miize byt prvocislem jediné tehdy, je-li n prvoéislo. Cisla

22 —1 =3,
2 -1=1,
25 — 1 = 31,
2T -1 =127

vskutku prvocisly jsou. Plati to pro vSechna takova ¢isla, nebo jde o projev
SZMC?
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Piiklad 3 Cisla
31,
331,
3331,
33331,
333331,
3333331,

jsou prvocisla. Jde o schéma?
Priiklad 4 Vsechna cisla
31—-214+11 = 5,
41— 314+ 21— 11 = 19,
5l — 4!+ 31 -2+ 1! = 101,
6! — 5!+ 4! — 3!+ 2! — 1! = 619,
Th—6!+5—41 4+ 31— 21+ 1! = 4421,
8 — T+ 6! — 5! +4! — 31+ 2! — 1! = 35899,

jsou prvocisla. Jde o schéma?
Priklad 5 Pro zadné n € N neni
78557 x 2™ + 1
prvodéislem. Vskutku?
Priklad 6 Pro zadné n € N neni
7013 x 2" +1

prvocislem. (Pro prvnich péar ¢isel to lze hravé ovéfit.) Plati toto tvrzeni, &
nikoli?

Priklad 7 Jak je vSeobecné zndmo, Eukleides dokézal, Ze existuje nekonecné
mnoho prvocisel. Postupoval pfitom sporem: kdyby bylo prvoécisel kone¢né mno-
ho, pak by jejich soucin zvySeny o jednicku nemohl byt délitelny zadnym z nich,
a tedy by musel byt délitelny né€jakym novym prvocislem. Vskutku, mame
24+1=3
2x3)+1=7
(2x3x5)+1 =31
(2x3x5xT)+1=211
(2x3x5x7x11)+1 = 2311.
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Vysledkem samotného soucinu ale samoziejmé nemusi byt vzdy prvocislo. Také
tomu tak neni, nebot médme napiiklad

(2x3x5x7x11x13)+1 = 30031 =59 x 509
(2x3x5xT7Tx11x13x17)4+1 = 510511 =51 x 97 x 277
(2x3x5xTx11x13x17x19)+1 = 9699691 = 51 x 347 x 27953.

Jenomze kdyz onen soucin odecteme od nasledujictho prvocisla, pak, jak se zd4,
vysledkem prvocislo bude. Pohledme:

5—2=3
11—(2><3)—
32— (2x3x5) =
2237(2><3><5><7)—13
2333 - (2x3x5x7x11) =23
30047 — (2x 3 x5 x7x11x13) =17
510529 — (2 x 3 x5 x7x 11 x 13 x17) = 19
9699713 — (2x3 x5xT7x11x13x17x19) = 23.

Je tomu tak, nebo jde jen o dalsi projev zlotfilého SZMC?

Piiklad 8 Vezméme si posloupnost vSech prvocisel. Utvoime prvni diference,
pak absolutni hodnoty druhych diferenci, tfetich, ¢tvrtych, a vSe usporadejme
do tabulky na obrazku.

223 5 7 L 13 17 19 23 29 41 37 4] 45 49 53 559 61 67
L2 2 d ) nd ) "4 erTl a4 D04 G o6 ) 06
02 2 200 22 dindi ) ) 0 ) e id el D

T e 0 -0 0.2 0 Sl ) 3 A )
1230 0800 050 2009250 2usdne Ot Ons? ap2ar 46 Diet)
e 28 0 0 0 20 00 9 (0l Ds S0 08 Pa )

T2 80 0 2¢ 25000 207 0 D2 g 0 )
B 20 02 02 09 0 0=0 808 1) & D
lee 2 D9 282 D) w08 0808 ) 0 a0 ()
0l 0 0 0" 08 OR PR () ) D )
g o Q0 G 2 2 0 2 O 20 0
I RQREg R 00X RDS ORI RD e 08 L 2% 510

Obr. 2

Potom kazdy fadek v tabulce bude zacinat jednickou. Nebo ne?
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Piiklad 9 Je znamo, ze 2™ neni nikdy kongruentni jedni¢ce (modn), pokud
n > 1. Naproti tomu 2" je kongruentni dvojce (modn), pokud je n prvoéislem,
a obcas i pokud neni (341,561, ...). Bude pro né&jaké n > 1 &islo 2™ kongruentni
trojce (modn)?

Priklad 10 Vceli ¢isla jsou definovana podle obrazku 3.

Obr. 3

Samotna posloupnost véelich ¢isel nam asi nic nefika. Zato castecné soucty
véelich ¢isel jsou zajimavéjsi:
1,8,27,64,125.
Budou vsechny ¢astecné soucty véelich ¢isel tfetimi mocninami celych ¢isel?
Priklad 11 Posudme nésledujici posloupnost:

1+z3+224+... +22
n+1

zo=1, Xpy =

Pak prvnich par ¢isel vychazi
1,2,3,5,10,28,154,3520,1551 880,267 593 772 160, . . .
Bude z,, vidy celé ¢islo?

Priklad 12 Ke kazdému exponentu n najdeme pfirozené ¢islo m > 1, které se
rovna cifernému souctu ¢isla m”™. Tedy, alespon to tak vypad4, pohledte:

21 =2, 92 =81, 8 =512, 7 =2401,
28% = 17210368, 185 = 34012224, 187 = 61222032,

a muzete si samostatné pro radost ovérit, ze posloupnost utésené pokracuje dale
napiiklad takto:

468, 549, 8210, 9811, 1082, 2013, 9114, 1075,
13316, 8017, 17218, 809, 9020, 902!, ...

Pijde to zaridit pro kazdy exponent?
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Priklad 13 Nivenovym ¢islem nazyvame pfirozené ¢islo, které je délitelné svym
cifernym souctem, tedy napfiklad 21 nebo 133. Je n! Nivenovym d¢islem pro
kazdé n? Pro ilustraci si to provéfime pro prvnich péar ¢isel:

e 4! = 24 je délitelné 6,

e 5! =120 je délitelné 3,
6! = 720 je délitelné 9,
7! = 5040 je délitelné 9,

e 8! = 40320 je délitelné 9,
atd. Pro radost si mizete tvrzeni provéfit pro prvnich feknéme 400 ¢isel. Nemu-
site, provedli jsme za vas, vSe vychézi. Plati to obecné?

Pfiklad 14 Posudme nésledujici posloupnost realnych éisel z intervalu (0, 1):

0,71; 0,009; 0,42; 0,85;
0,27; 0,54; 0,925; 0,17;
0,62; 0,355; 0,78; 0,03; 0,48; ...

Nemusite ndm véfit (radéji to pfepocitejte), ale tato posloupnost mé nasledujici
vlastnost:

e prvni jeji dva ¢leny lezi v rliznych polovinach intervalu (0,1),

e prvni jeji t¥i ¢leny lezZi v riznych tietinach intervalu (0,1),

e prvni jeji ¢tyfi éleny lezi v riznych étvrtinach intervalu (0,1),

e a tak dale.
A my se ptame: da se sestrojit nekoneéna takova posloupnost?

Piiklad 15 Kazdé liché ¢islo miiZzeme zapsat ve tvaru prvocislo plus dvakrat
kvadréat. Nebo ne? Podivejme se na nékolik priklada.

3=34+2x0% 5=3+2x1% 7=5+2x1% 9=7+2x12
11=34+2x2% 13=1142x1% 15=7+2x22 17=17+2 x 02,
19=11+2x1% 21=3+4+2x3% 23=5+2x3% 25=234+2x 1%, ...

Néktera c¢isla maji takovych representaci dokonce vic. Pfebornikem prvni
stovky je ¢islo 61:

e 61 =059+ 2 x 12

e 61 =53+2x 22

e 61 =43+2x 3?

o 61 =29+ 2 x 42

e 61 =11+2x5?

Je proklamovany vyrok pravdivy, nebo neni?
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ROZUZLENI

Piiklad 1 — FeSeni Bohuzel, jde o projev SZMC. Kdo ses spletl, nezoufej, jsit
v dobré spoleCnosti. V tomto pfipadé byl totiz silnym zdkonem malych ¢isel
oSalen i sam Pierre de Fermat. Leonhard Euler pozdéji odhalil, ze 232 + 1 =
=641 x6700417. Vsechna dalsi zndma c¢isla uvedeného typu jsou slozend. Zatim
(snad) posledni je 22" 41 (Jeff Young & Duncan Bell, 1985).

P¥iklad 2 — feSeni Opét jde o projev SZMC. V tomto ptipadé byl silnym za-
konem malych ¢isel postizen pater Marin Mersenne. Uvedenou vlastnost ma sice
slusny pocet Cisel, plati ale naptiklad

211 _ 1 =123 x 89.

Neni znamo, jestli prvocisel tohoto tvaru je kone¢né nebo nekoneéné mnoho.
Dnes je jich zndmo 48. Zatim (snad) posledni 257885161 1 bylo nalezeno v roce
2013. Je to zaroven i nejvétsi zndmé prvocislo. Ma 17425170 cifer.

Priklad 3 — feSeni Ne. Jesté dalsi ¢len posloupnosti, tedy 33 333 331, je prvo-
éislem, ale uz nasledujici nikoli, nebot

333333331 =17 x 19607 843.
Priklad 4 — feSeni Nejde. Hned pfisti ¢len posloupnosti totiz spliiuje
9 -8+ 7 —6!+5!—4!+ 31— 21+ 11 = 326981 = 79 x 4139.

Priklad 5 — feSeni Ano! John Lewis Selfridge dokazal v roce 1963, ze

78557 x 2" +1
musi byt délitelné jednim z ¢isel 3,5,7,13,19, 37, 73.
Priklad 6 — feSeni Wilfrid Keller dokazal v roce 1985, Zze vyraz

7013 x 2" +1
je slozenym ¢islem pro vSechna n spliujici 0 < n < 24 160. Duncan Buell a Jeff
Young totéz ovétili pro dalsich 325 &isel mensich nez 10°. Vsichni véfi, Ze jednou
musi vyjit prvoéislo. Zatim to vSak nikdo nedokazal. Odpovéd na tuto otdzku

neni znama.

Priklad 7 — feSeni Domnénku vyslovil Richard F. Fortune v roce 1941. Dal-
Sich par c¢isel v této posloupnosti ji potvrzuje:

37,61,67,61,71,47,107, 59, 61, 109, 89, 103, 79.
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Odpovéd neni znama, ale je velice pravdépodobné, ze tvrzeni plati. Rozdil totiz
nemuze byt délitelny zadnym z prvnich k prvocisel, a tedy nejmensi mozny
kandidat na délitele je pi 41, coz je cislo velké asi jako (klog k)2. Pro pfipadny
protipiiklad by bylo nutné nalézt prvociselnou mezeru pobliz N o velikosti asi
(log Nloglog N)2. Ciselni teoretikové maji za to, ze takové mezery neexistujf,
ale nase soucasna matematicka vybava nam to neumoznuje prokazat.

Priklad 8 — feSeni Tuto domnénku vyslovil N. L. Gilbreath v roce 1958 a je
dnes znama pod jeho jménem. Hned v roce 1959 byla ovéfena pro k < 63419
a v roce 2009 dokonce pro k < 10'° (Adam Odlyzka). Odpovéd neni zndma.
Hallard Croft vyslovil myslenku, Ze problém vtbec nesouvisi s prvocisly, nybrz
7ze domnénka plati pro jakoukoli posloupnost obsahujici dvojku a licha ¢isla,
ktera neroste moc rychle a nemé moc velké lakuny.

Tady by se mozna hodil jeden doslovny citdt pana autora: 2 is the oddest
prime. Hezky bonmot, ale v ¢estiné nefunguje.

Piiklad 9 — FeSeni Ale ovSem. Napriklad
2" = 3(modn) pro mn =4700063497.

Piiklad 10 — feSeni Ano, budou! Neni to vibec tézké. Pro n-té véeli ¢islo v,
si totiz snadno indukci odvodime vzorec

Uy, =146+12+...+6n=3n%2+3n+1.

Takze piiddme-li n3, dostaneme (n + 1)3. Existuje navic jesté jedno nadherné
estetické feseni, zaloZzené na hranaté verzi n-plastve:

Obr. 4



LETNI SKOLA MATEMATIKY A FYZIKY 2016 105

Priklad 11 — feSeni Nebude, ale chvili to jesté vydrzi. Pfesnéji feceno, vSech-
na Cisla x1,...,x42 jsou cela. Jde o takzvanou posloupnost Fritze Gobela. Pro
pocCitani je lepsi rekursivni formule

(n+ Daps1 = xn(zn +n)

Pracujeme-li modulo 43, dostaneme tyto hodnoty z,:

nee =00 102 304805 6 .78 9 101112 1314 15 16 17418 19:20:21
=1 2351028 25377 10-20" 15 3819t 42 86 13459 =35 3043 5113
n=22 2324 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42
x,=6 26 28 29.4 1442 5 20°17 4 20 16 29 42 1342 20 8 23 33

X

Obr. 5
Z vyse uvedeného odvodime vzorec
Za2(z42 + 42) = —10(—10 + 42) = —320.
Toto cislo ale neni délitelné 43. Odtud vyplyva, ze x43 neni celé.

Priklad 12 — feSeni Nepiijde. Norman Megill dokazal, Ze domnénka plati pro
v8echna n < 104, ale zkazi se pro n = 105.

Priklad 13 — feSeni Neplati. Tento problém formuloval Sam Yates. Pozdéji
Carl Pomerance vyslovil domnénku, Ze pravidlo obecné neplati a Ze protipiiklad
se najde kolem cisla n = 500. Mél pravdu. Na zakladé Pomeranceova navodu Ya-
tes pozdé&ji vskutku prokézal, Zze 432! neni Nivenovym éislem, nebot jeho ciferny
soudet je roven 32 x 433, pfi¢emz 433 je prvoéislo.

Priklad 14 — feSeni Ned4. Jesté chvili je mozné pokracovat, napiiklad takto:
0,97; 0,22; 0,66; 0,32,

tim to ale bohuzel konéi. Berlekamp a Graham v roce 1970 dokazali, ze zZadna
takova posloupnost nemize mit vice nez 17 ¢lent.

Priklad 15 — feSeni Neni, ale tésné. Problém formulovali britsti matematikové
Godhard G. Hardy a John E. Littlewood. Testem tentokrat projde opravdu
hodneé ¢isel. Prvni vyjimkou je az ¢islo 5 777, které se uvedenym zpuisobem zapsat
nedé. Dokézal to Ron Ruemmpler a rovnou vyslovil domnénku, Ze je to vyjimka
jedina. To se sice dosud neprokazalo, ale jina vyjimka se zatim nenasla. Pravidlo
tedy neplati, byt k tomu zjevné mnoho nechybi.
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SFERICKA GEOMETRIE
Hana Turdinova

MOTIVACGNT ULOHA

Polozme si pro zacatek dvé otazky:

Je pravda, Ze kazdy trojihelnik md soucet velikosti vnitinich whld 180° %

Je tedy pravda, Ze trojuhelnik md nejvyse jeden pravy tuhel?
Odpovédi na né mohou byt pro ¢tendfe nedotcené neeukleidovskou geometrii
ponékud prekvapivé. Ani jedna z téchto odpovédi totiz neni kladna. Pro¢ tomu
tak je se pokusi odhalit nasledujici fadky.

VSE zZACGINA U EUKLEIDA

Recky filosof Eukleidés z Alexandrie (asi 365-280 pi. n. 1) sepsal 13 knih pod
souhrnnym nazvem Zaklady. Jedna se o jeden z prvnich pokust jednoznacné
pojmenovat a definovat zakladni geometrické objekty a popsat vztahy, které se
mezi nimi nachéazeji. Z dnesniho pohledu se mohou zdat Eukleidovy definice
ponékud nepfesné (napiiklad definice tsecky by v Eukleidové pojeti znéla néjak
takto: ,Cara je délka bez $itky.“ ), avéak vyznam Zakladi pro d&jiny matematiky
je obrovsky. Od Eukleidovych Zéakladi se na dlouhou dobu odvijelo veskeré déni
v Recké geometrii. Byly dokonce tolikrat opsany, Ze neni snadné dohledat jejich
puvodni znéni.

Eukleidés ve svych Zakladech polozil pét postulatii, neboli prvoukoli.

1. Vytvorit usecku, kterd spojuje dva dané body.
Danou usecku na jedné i druhé strané libovolné prodlouZit.
Vytvorit kruh o daném stredu, na jehoZ obvode lezi dany bod.

Vsechny pravé uhly jsou si rovny.

DA

Jestlize usecka proting dve usecky tak, Ze na jedné strané je soucet vnitrnich
prilehlych whli mensi neZ dva pravé uhly, pak lze na této strané usecky
prodlouZit tak, aby se tato jejich prodlouzZent protla.

Vsimnéme si, ze paty postulat je pon€kud komplikovanéjsi nez ostatni. Mozna
i proto se po staleti matematici pokouseli dokazat, zZe paty postulat je zbytecny
a implikuji jej predeslé. Vysledkem jejich snah vSak byla jen ekvivalentni znéni
patého postulatu:

Soucet vnitinich uhlid trojihelnika je roven dvéma pravym.
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K dané primce a bodu mimo ni lze sestrojit pravé jednu rovnobézku, kterd
prochdzi dangm bodem. (Rovnobézky jsou podle Eukleida definovany jako takové
usecky, které lezi v téze roviné a jejichz jakakoli prodlouZeni se neprotinaji.)

Az roku 1829 Nikolaj Ivanovi¢ Lobadevskij (1792-1856) svétu odhalil geo-
metrii, ve které plati prvni ¢tyfi postulaty a neplati zde paty: hyperbolickou
geometrii. Tim bylo ukazano, ze paty postulat neplyne z predchozich, a také,
ze Kukleidés uz o dva tisice let diive dobfe védél, Ze pro svou geometrii paty
postulat opravdu potiebuje.

Geometriim, které spliiuji vSech pét postulati, se zacalo fikat eukleidovské,
a ty, které nespliuji paty postulat, se nazyvaji neeukleidovské. Mezi né patii
hyperbolickd geometrie, Riemannova geometrie, eliptickd geometrie a tedy i sfé-
rickd geometrie jako jeji specialni pripad.

SFERA A CO NA NI NAJDEME

Co je to vlastné ta sféra? Nez se pustime do hratek na nasem novém sférickém
hfisti, musime si je nejprve vymezit.

Definice 1 Jednotkovou sférou nazveme mnoZinu bodi

S? = {x e R3: ||z|| = 1}.

Obr. 1

. . ., e Q2 o qe . .. 2 .
Definice 2 Hlavni kruznici na sfére S° je libovolnd kruznice k € S° jednotko-
vého poloméru. Hlavni kruzZnice nazyvdme téz primkami na sfére. Useckou na
sfére rozumime libovolny oblouk hlavni kruznice délky mensi nebo rovné 7.

Je zfejmé, Ze pro kazdou dvojici bodu A, B € S?, které jsou ruzné (A #
# B) a které nejsou protilehlé (A # —B), existuje pravé jedna tsecka na sféfe
spojujici tyto dva body (je éasti hlavni kruZnice, kterd je prunikem sféry S?
a roviny ur¢ené pocatkem soustavy soufadnic a body A a B).



LETNI SKOLA MATEMATIKY A FYZIKY 2016 109

Vratme se na okamzik k ovéfeni neeukleidovskosti sférické geometrie. Vez-
méme naptiklad posledni uvedené znéni patého postulatu, tzv. existenci rovno-
bézek. Vsimnéme si, Ze jakékoli dvé hlavni kruznice (tedy pfimky na sféfe) se
protinaji alespoii ve dvou bodech. To znamené, Ze na sféfe neexistuji rovnobézky,
a tedy neplati paty postulat.

Definice 3 Vzddlenost bodi A, B na sfére S* je definovina jako délka tdsecky
spojujict tyto body.

Lze ukéazat, ze délka libovolné kiivky na sféfe spojujici dva body je vétsi
nebo rovna vzdalenosti téchto bodl a rovnost nastava pravé tehdy, jedna-li se
o usecku. To pékné koresponduje s fakty v eukleidovské geometrii, naptiklad
s Archimédovym postulatem pro porovnavani délky kiivek: ze vSech linii, které
maji spole¢né koncové body, je rovna ¢ara nejkratsi. S dalsimi a dalsimi defini-
cemi se nam zacina objevovat smysluplny model geometrie.

Definice 4 Budte AB a AC dvé usecky na sfére s délkami z intervalu (0, ).

Uhel sevieny témito tuseckami definujeme jako thel sevieny polorovinami oAB

—_—
a 0AC.

Definice 5 Budte ddny ti rizné body A, B,C € S? takové, Ze vektory z pocdthku
A, B, C jsou linedrné nezdvislé. Usecky AB, AC a BC vymezuji dvé oblasti na
sfére, z nichz tu o mensim obsahu nazyvdame sféricky trojuhelnik Aapc-

Obr. 2

Tim jsme si vymezili dostatek pojmti a nyni mizeme zacit zkoumat jejich
vlastnosti.
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ZVLASTNOSTI SFERICKEHO TROJUHELNIKA

Nejzédbavnéjsi (a, jak pozdé&ji zjistime, také nejSikovnéjsi) hrac na sférickém hiisti
pro nas jisté bude sféricky trojuhelnik. Uvedme si pro zacatek jedno tvrzeni,
jehoz samotné znéni mize byt pomérné prekvapivé a nezvyklé, pokud se dosud
potkavame jen s trojuhelniky v roviné, ale pékny dtikaz nas zahy ptresvédci o jeho
pravdivosti.

Vé&ta 1 Plosny obsah sférického trojihelnika N ape C S? je roven
S(Aapc)=a+pB+y—m,
kde o, B, v jsou velikosti vnitinich uhli trojihelnika u vrcholi A, B, C.

Dukaz Oznatme A’ := —A, B’ := —B a C' := —C jako na obréazku 2.
Sféra je nyni rozdélena na osm trojihelniku:

S* = AapcUAapcr UAapcUA e Ul apcr UAapicUDapor Ul arpicr,

pricemz se jedna c¢tyfi dvojice vzajemné stfedové symetrickych trojihelnikd,
tedy i majicich stejny obsah (takova dvojice je napiiklad Aapc a A arp/cr nebo
AA’BC a AAB’C’)- Daéle plati

S(S?) = 4n,
S(S?) = 28(Aapc) +25(Darpe) + 28(Aapic) +2S(Aager),

a proto
21 = S(Aapc) + S(Dae)+ S(Dapc)+ S(Daper). (1)
Déle si v§imnéme, Ze sjednocenim pfislusnych trojihelnikt (napfiklad A 4pc
a A g pc) dostaneme ¢ast sféry vyhodného tvaru (ktery by se dal pfipodobnit
slupce mandarinky pfislusici jednomu mésicku), jejiz velikost zavisi pouze na
ahlu (v pfipadé trojahelniktt A pe a Aape pak thlu «) a jejiz obsah se da
tedy snadno vypocitat. (Kdyz thel 7 totiz odpovida celé polokouli a dany thel
odpovida ¢asti tvaru mésicku, ve stejném pomeéru se to prenasi i na plosné obsahy
pfislusnych objektt, pfi¢emz obsah poloviny sféry zndme.)

S(Aapc) +S(LAape) = 2w % = 2aq,

S(AABC) + S(AAB/C) = 2&7
S(Aapc) + S(Daper) = 27.

Sectenim ziskanych rovnic dostaneme

3S(Aapc) + S(Aape) + S(Aapc) + S(Aaper) = 2a+ 26 + 27.
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Dosazenim vztahu (1) pak ziskdme
25(Aapc) + 21 = 2a + 26 + 27,
a po upravé konecné
S(Aapc)=a+pB+~y—m.

O

Pro zajimavost uvedme bez dikazu jesté nékolik dalsich vét tykajicich se
sférického trojihelnika, jejichz obdobu zname z eukleidovské geometrie.

Véta 2 (sinova véta ve sférické geometrii) Pro sféricky trojuhelnik
Aapc C S? se stranami délek a,b, ¢ a velikostmi protilehlyjch uhli «, B, plati

sina sinb sine

sina sinf siny’

Véta 3 (kosinova véta ve sférické geometrii) Pro sféricky trojuhelnik
Aape CS? se stranami délek a,b,c a velikostmi protilehlych whld o, 8,7 plati

cosc=cosa-cosb+sina-sinb - cosy.
Disledkem kosinové véty je obdoba Pythagorovy véty.

Véta 4 (Pythagorova véta ve sférické geometrii) Pro pravouhly sféricky
trojuhelnik N apc C S? se stranami délek a,b,c a velikostmi protilehlych uhli
o, B,7, (v = %), plati

cosc = cosa - cosb.

SFERICKE HRISTE V PRAXI

Neeukleidovské geometrie se zdaji byt v kazdodennim zivoté pomérné neprak-
tickou, spiSe teoretickou zéalezitosti (pokud zrovna neprojektujete tieba chladici
vé7 elektrarny), ale u sférické geometrie tomu tak plné neni. Zijeme na planets,
kterda ma tvar tzv. geoidu, ktery ma nejblize k rota¢nimu elipsoidu, ale mtzeme
jej pripodobnit i ke kouli. Material, ktery jsme si pfipravili v predchozich ¢as-
tech se nam pak muze hodit k vSelijakym mérenim vzdalenosti, ihlt a zemépisné
polohy na Zemi.

Uloha 1 Vypoététe vzdalenost z Prahy (50°05' s.8., 14°25’ v.d.) do New Yorku
(40°42' s.5., 74° 7.d.).
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New York

J

Obr. 3

Reseni: Dle diive zminénych definic je vzdalenost rovna délce cesty z Prahy
do New Yorku po hlavni kruznici (takova cesta se nazyva ortodroma). Kdyz
uvazime tuto hlavni kruznici, na sféfe 1ze nyni najit trojihelnik, diky kterému
vypocitame vzdalenost Praha—New York.

Provedme vypocet nejprve na jednotkové sfére, poté se vratme k zemékouli.
Oznac¢me délku tsecky Praha—severni pdl jako a, New York—severni pdl jako b,
Praha—New York jako c¢ a velikost tthlu, ktery svira New York, severni pol
a Praha, oznacme 7.

Pak

a = 90° — 50°05' = 39°55" = 39,9167°,
b = 90° — 40°42" = 49°18' = 49, 3°,
v = 14°25' + 74° = 88°25' = 88, 4167°.

Nyni mtzeme aplikovat kosinovou vétu

cosc = cos (39,9167°) - cos (49,3°) +
+5in (39,9167°) - sin (49,3%) - cos (88,4167°) = 0,513 58

a aplikaci inverzni funkce k funkci kosinus dostaneme ¢ = 59,0973°, coz je vzda-
lenost Praha—New York pfislusné jednotkové sfére.
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Na velikost Zemé se vratime jednoduchym vypoctem, vyuzijeme poméru celé
hlavni kruznice a jeji ¢asti:
59,0973°

=2
l TR, 360°

= 6578,54 km,

kde R, je polomér zemékoule a [ je redlna vzdalenost z Prahy do New Yorku.

Jak vyplyva z predchozich definic, ortodroma je nejkratsi spojnici dvou bodu
na Zemi. Kdyz vsak poletite letadlem, uletite vzdalenost vétsi: poletite totiz
po tzv. loxodromé, kiivce, kterd protind poledniky stale pod stejnym thlem.
Dutvodem je snadnéjsi udrzovani kursu.
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ZAPOJME SVE STUDENTY
(ANEB POMUCKY NEMUSI BYT DRAHE...)

Drahomir Zrust

Po prechodu ze zakladni skoly na gymnazium jsem zjistil, ze pomtcky, které
jsem povazoval za samoziejmost, (byly to jesté staré dobré centralni dodéavky),
na stiedni skole jaksi chybi. Chtit délat jakékoliv pokusy se zaky bez jediné
zédkovské soupravy je velmi problematické a na zakoupeni téch soucasngch (pfi
jejich cendch) bychom museli v kotelné natrefit na ,zlatou zilu“. Proto jsem se
pokusil vymyslet feSeni této situace tak, aby studenti byli ndpomocni (k vlastno-
ru¢né vyrobenym pomtickdm maji urcité lepsi vztah) a zéroven toto Feseni nebylo
drahé. Predklddam Vam dva naméty, které jsme s tspéchem realizovali a které
nejen ze vylepSily vzhled ucebny fyziky, ale pomohly i nedostatku zakovskych
souprav.

PROJEKT ,,OKNO DO VESMIRU“

V rémci ,,Zemé a vesmir® v u¢ivu kvarty (9. tfidy) jsme se rozhodli ,dovyzdo-
bit“ prazdnou ¢ast zadni stény ucebny fyziky timto projektem. Puvodni, vice
realisticky, zamér ponékud nevysel, protoze pokud dodrzite modelové rozmeéry
téles, nelze dodrzet jejich vzdalenosti. A dodrzite-li vzdalenosti, néktera télesa
prosté nenajdete. Takze trochu ,,za pochodu® vznikl tento kompromis. . .
Navrhli jsme a vyrobili 12 desek zahrnujicich 8 planet Slune¢ni soustavy,
Slunce, Mésic, Pluto (jako zastupce planetek a neddvného ¢lena skupiny planet)
a Galaxii. Zakladnim materidlem na vyrobu byly desky polystyrenu tloustky
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3 cm, potazené bilym papirem (role od firmy Epson), lepeného pouze z boku
a vzadu lepidlem Herkules, aby hlavni plocha nebyla lepidlem zvlnéna. Na mo-
dely téles byly pouZity polystyrénové koule ze zahradnickych potfeb (jsou pro-
davany jako dvé sestavitelné polokoule, coZ usetfilo fezani). Télesa byla studenty
nabarvena podle fotografii z internetu v ramci hodiny vytvarné vychovy — mezi-
predmétové vztahy funguji a mohu viele doporucit. Nazvy planet byly vyfezany
z odpadového polystyrénu (studenti ochotné sehnali z krabic od domécich spo-
tFebi¢l), a nabarveny akrylovymi barvami (véetné bokt — zvysila se prostorovost
napist). Texty byly pfevzaty z internetu — studenti sami vybirali to, co povazuji
za dilezité — a doplnény nékolika obrazky podlepenymi polystyrénem rtzné sily.
Vznikly soubor byl umistén mezi dfevéné listy tak, aby bylo mozno jednotlivé
desky snadno vysouvat a ménit pfipadné za jiné panely v budoucnosti.

Préce studentim $la hezky od ruky, ziskali nové dovednosti i znalosti. Pro-
jekt je zcela pohltil a sami si vyhledavali spoustu informaci o problematice navic.
Po dokonceni projektu skola slavila 120. vyroc¢i zalozeni a velké mnozstvi na-
vstévnikl, zejména z fad byvalych studentt, kladné hodnotilo vysledek naseho
snazeni. Nejvice pak potésilo i hodnoceni starsich studentt, ktefi v hlouccich
vysledek hodnotili svym obvyklym ,To je husty...“

7ZAKOVSKA SOUPRAVA PRO MECHANIKU

Velmi populérni a hravou laboratorni praci je ovéfeni rovnovahy na pace. Pokud
ovSem mate pomucky. U nas nebylo nic, a tak jsme s kolegou vymysleli prvni
prototyp s vyuzitim klasickych kovovych stojant, dievéné latky a stabilizace
ramena pomoci dalsich dvou. Ovéfili jsme si jejich snadnou vyuzitelnost a vy-
borné vlastnosti. Bohuzel problém byl jednak v pouzitych stojanech, které byly
vyuzivany i v laboratofi a jejich pfenaseni nebylo nic pfijemného, tak v nasled-
ném ulozeni pomticek — byly neskladné a prekazely. Proto vznikla tato druha
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M~z

varianta, kterd jednak fesi skladovani, nevyuziva kovové stojany, a navic stlacila
pofizovaci cenu skoro k nule. Jako vyborny material se osvédcil karton z krabic,
kterého je vsude spousta a navic ma potfebnou pevnost.

Na vyrobu takovéto stavebnice vlastné potrebujete pouze karton, nékolik
§roubkid na sestaveni ramena paky, kousek vazactho dritu na hacky (zévazi
a upevnéni misek) a bavlnku na rtzné zévésy. Cena jedné sady, kterd umoz-
nuje zminénou laboratorni praci, praci s rovnoramennymi vahami, tézisté té-
lesa, vyklad tfeci sily, se pohybuje v fadu max. nékolika desitek korun a pfinasi
i dalsi pozitiva. Sada je umisténa v krabic¢ce (vyrobené z kartonu), kterd umoz-
nuje snadné prenaseni a skladovani, sadu miizete s prakticky nulovymi naklady
rozsifovat o dalsi prvky ze stejnych materidli a pokryt tak kompletni pokusy
z mechaniky (chystdme se sadu doplnit napt. o siloméry). A hlavné kazdy rok
mam dalsi , praci pro studenty, ktefi pak sadu berou jako svou a chovaji se k ni
daleko ohleduplnéji nez k pouze rozdanym pomitickam.
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Pokud Véas zminéné myslenka zaujala nebo se Vam zalibila prezentace prvni
etapy stavebnice na letni skole, muZzete mé kontaktovat na mailu zrust@glouny.cz
a ja se Vam budu snazit poskytnout potiebné informace pro pripadnou vyrobu
stavebnice.
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