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Co S1 ZAci MYSLI O ATOMECH
Eva Hejnova

Uvop

Na predchozich letnich skolach jsme se vénovali intuitivnim predstavam zakt na
téma sila a pohyb, gravitace a optika. V Ceské republice byla dosud jen velmi
mald pozornost vénovana atomistice, i kdyz mnohé zahrani¢ni vyzkumy [1, 2, 3,
4, 5] ukazaly, Zze i v této oblasti jsou intuitivni pfedstavy (miskoncepce) velmi
rozsifené. Proto jsem pro letosni letni skolu zvolila toto téma. Ucitelé by méli
mozné chybné predstavy zaku znat, aby mohli volit vhodné vyucovaci postupy
a pouzivat srozumitelné modely atomi a vhodné analogie.

Atom je pojem, se kterym se zaci setkavaji jak ve fyzice, tak i v chemii. Obtiz-
nost vykladu tohoto pojmu spoc¢iva v tom, Ze jde o zna¢né abstraktni konstrukt;
atom nelze vnimat lidskymi smysly a nelze ho vidét ani pomoci jednoduchych
piistroju (napf. pomoci lupy nebo mikroskopu). P#i vykladu tohoto pojmu proto
ucitelé pouzivaji rizné, vice, ¢i méné vhodné modely, analogie a metafory (napt.
elektronovy oblak, ,rozmazany“ elektron, atomové jadro apod.). Zaci si vsak
Casto vytvareji své vlastni modely a jejich predstavy se tak mohou znacné lisit
od predstavy atomu, kterou se jim snazi predat jejich ucitelé.

STRUCGNY HISTORICKY VYVOJ POJMU ATOM

Protoze atom je jeden z nejnazornéjsich ptikladd, jak se historicky k takovému
pojmu dospélo na zdkladé nepfimych usuzovani, uvedeme nejprve ve struc¢nosti
predstavy nékterych nejvyznamnéjsich starovékych mysliteld. Jejich myslenky
i argumentace jsou zajimavé zejména proto, ze se nékteré jejich predstavy ob-
jevuji i u soucasnych déti (ale pravdépodobné i dospélych) a predstavuji také
Casté a velmi odolné miskoncepce, jak v dalsim textu ukdzeme. Kromé toho lze
nize uvedené historické poznamky vhodné vyuzit i pro zpestfeni vyuky.

Za prvniho atomistu je povazovian Leukippos z Milétu (asi 490-420
pr.n.l), o ném7 vSak mame pouze malo zprav. Atomisté vychézeli z toho, Ze
atomy jsou pouze jednoho druhu (ve smyslu Ze jsou z téZe latky (hmoty, ,tésta®))
a je jich nekonecné mnoho. V atomech podle nich neni prazdny prostor, tj. jsou
plné a pohybuji se v prazdném prostoru. Vesmir je v jejich predstavich neko-
necny, jeho cast je plnd a ¢ast prazdna. Vznik atomismu vychézel ve znacné
mife z potfeby vysvétlit pohyb, ktery Zéndn a dalsi eleaté povazovali za ne-
mozny (viz déle jeho uceni o nemoZnosti pohybu). Atomy podle atomisti musi
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nutné pohybovat v prazdném prostoru. Predpoklad prostoru byl nutny pro vy-
svétleni pohybu, nebot jsou-li podle atomist vSechny atomy z téze latky a cely
prostor by byl beze zbytku vyplnén toto stejnou latkou, nebyl by zadny pohyb
pozorovatelny.

Atomisté vychazeli také z predpokladu, Ze latku neni mozné délit do ne-
kone¢na a ze musi existovat koneCné, nepatrné, okem neviditelné, kompaktni,
tvrdé a dale nedélitelné ¢dstecky — atomy (v Fectiné znamend slovo ,atomos®
nedélitelny), které se neustéle pohybuji v prazdném prostoru. Obé slozky (atomy
a prazdny prostor) jsou vé¢éné, neménné a prechod mezi nimi neni mozny. Veskeré
déni pak spociva ve spojovani, srazeni, postrkavani a rozpojovani atomu lisicich
se navzajem velikost{, polohou a tvarem (kulaté, hranaté, udicovité, ...). Vlast-
nosti latek zaviseji na druhu atomii, z nichz jsou slozeny, i na jejich usporadani.

Soucasnikem Leukippa byl Zénén z Eleje (490430 pf.n.l.), jenz zastaval
nauku o nedélitelnosti byti a nemoznosti pohybu. Podle ného je pohyb jenom
zdani, pravé byti se nepohybuje a je jedno. Zénodn tedy striktné oddéloval sféru
rozumového védéni a smyslového vnimani. Znamé jsou tzv. Zéndny paradoxy
(nazyvané také aporie), napf. o Achillovi a zelvé nebo o Leticim Sipu - letici sip
pozorovany v jakykoliv okamzik svého pohybu se nachézi na jednom misté, ve
kterém je de facto v klidu; pokud je ale v klidu v kazdém okamziku svého letu,
znamena to, ze je v klidu i v Case, coz znamend, Ze se nepohybuje. Zéndénova
argumentace je mylna, nicméné tato ivaha pripravila cestu k objevu infinitesi-
malniho poctu.

Zékem Leukippa byl Démokrités z Abdéry (asi 460-370 pi.n.l.). Podle
néj jsou atomy tvrdé, neporusitelné a maji rizné tvary. Napiiklad duse se sklada
ze zvlastniho druhu malych kulatych atomt, které se po smrti ¢lovéka nezani-
kaji, ale rozptyli se do prazdného prostoru (stejné kulaté atomy tvori také oheii).
Z tychz atomit mohou riiznym uspofadanim vznikat riizné kvality (ostrd chut je
podle néj zptisobena $pi¢atymi atomy). Démokrités uznaval pouze hmotny svét
(v8e je tvofeno atomy), proto byva povazovan za nejvétsiho ,materialistu® staro-
véku. Traduje se, Ze na myslenku atomismu prisel idajné tak, ze lezel v posteli
a ve vedlejsi mistnosti pekla jeho sestra chléb. Premyslel, jak je mozné, Ze se
viuné chleba dostala az k nému. Predstavoval si bochniky chleba slozené z drob-
nych c¢astecek, které se od celku odtrhnou a pohybuji se vzduchem, az doputuji
k nému.

Hlavnim odpurcem atomisti byl Platén (427-347 pt.n.l.). I u néj lze na-
1ézt jakési zdkladni stavebni jednotky. Platén uéi o péti zakladnich Zivlech (oheri,
zemé, vzduch, voda a éter), které se sklddaji z miniaturnich ¢astic (mnohosténtt),
které nejsou jiz dale délitelné. Vsechny materidly na Zemi jsou pak slouceniny
Ctyt elementti (oheti — Gtyfstén, zemé — krychle, vzduch — osmistén, voda — dva-
cetistén). Eter, z néhoZ jsou napf. vytvofena nebesks télesa (Slunce, hvézdy,
ostatni planety), je sloZen z ¢astic, které maji tvar dvanictisténu (odtud také
12 znameni zvérokruhu). Eter se ale nemtize michat s ostatnimi Gtyfmi Zivly.
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Podle Platéna vsak geometrickd télesa vytvareji pouze hmotny svét, skutecny
svét je svét ideji. Proto také byva Platén povazovan za nejvyznamnéjsiho ,ide-
alistu® staroveku.

Podle Platénova zaka Aristotela (384-322 pf.n.l.) jsou latky sloZeny z ma-
lickych kuliek jednotlivych Zivla (napf. z ¢astecek vzduchu, které se daji dale
deélit), jez jsou husté ,nasety” bez mezer, prazdny prostor (vakuum) podle ného
neexistuje (viz zndma pt¥dstava ,horror vacui“). Prostor je vzdy misto zaujimané
télesem, proto prostor bez télesa nemiize existovat. ProtoZe podle Aristotela exis-
tuje vice druhi latek (Zivlt), mtze byt vysvétlen pohyb bez potfeby prazdného
prostoru.

Nauku atomistt déle rozvinul Epikiros (341-270 pf. n. 1.), jehoz uceni shrnul
Titus Lucretius Carus (97-55 pf.n.l.) ve své basni ,O pfirodé“ (De rerum
natura), ve které podava soustavny vyklad atomismu.

Protoze atomistickd nauka odporovala bézné lidské zkusenosti o spojitosti
a délitelnosti latky, upadla béhem stfedovéku v zapomnéni (ve stfedovéku byla
davéna prednost pfedevsim aristotelskym pfedstavam). Znovu se pak objevila
az v novoveké filosofii.

OD ZACHOVANI HMOTNOSTI A OBJEMU K ATOMISMU

Vénujme nyni pozornost propedeutice pojmu atom. Predpokladem pro vytvoreni
pojmu atom je schopnost ditéte vnimat u véci jako neménnou podstatu hmoty
(tj. ve smyslu, Ze hmota nemuZe jen tak bez ni¢eho zmizet) a dale, Ze se zachovava
hmotnost a objem. K tomu zpravidla dochézi mezi 7 a 12 lety. To lze ovérovat
pomoci vhodnych otazek, které détem klademe. Uvedme dale nékteré zékladni
otazky a Casté miskoncepce, které se mohou u déti v souvislosti s nimi objevit.

1. Kdyz rozpustime krystalky cukru ve vodé, nejsou v ni pak vidét. Co se

s nimi stane?

Miskoncepce:

e Cukr prestane po rozpusténi existovat.

Castice cukru se vypaii.
Cukr ve vodeé vytvoii ,kapky cukru“.
Cukr se rozpadne na mensi kousky, které se nachazi ve (spojité) vodé.
Castice cukru se sloudi s vodou a vytvoii nové chemické prvky.
Molekuly cukru vyplni (beze zbytku) prostor mezi molekulami vody.

2. Zmeni se hmotnost sklenice s vodou, kdyz v ni rozpustime cukr?
Miskoncepce:

e Kdyz se pevna latka rozpusti ve vodé, nepfispiva k hmotnosti roztoku
(Gastice nebo molekuly cukru ztrati po rozpusténi hmotnost, takze
pak maji zanedbatelnou nebo nemaji zddnou hmotnost).

e Cukr nasaje vodu, a roztok bude mit proto mensi hmotnost.
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3. Kostku cukru vlozime do odmérného vdlce s vodou. Co se stane s vyskou
hladiny, jestlize se kostka cukru jesté nerozpustila?Co se stane s vyskou
hladiny po rozpusténi kostky cukru?

Miskoncepce:

e Kdyz se cukr rozpusti, ztrati svoji hmotnost (resp. objem) — bud
aplné, nebo Castecné.

Pro ovéfeni, zda déti rozumi, co se rozumi zachovanim hmoty a objemu, lze
také vyuzivat tlohy z Lawsonova testu [6].
1. Mate dvé hlinéné kulicky stejné velikosti a tvaru. Obé kulicky maji také
stejnou vahu. Jedna kulicka je pak splacnuta do tvaru kolacku.
Které z nasledujicich tvrzeni je spravné?
a) Splacnuty kousek hliny vazi vic nez kulaty,
b) Oba kousky vazi stejné,

¢) Kulicka vazi vic nez splacnuty kousek,
2. protoze

a) splacly kousek pokryva vétsi plochu,

b) kulicka tlaci doli vic na jednom misté,

¢) kdyz se néco splacne, ztrati to na vaze,

)
)

d) hlina nebyla pfiddna ani odebrana,
)

e) kdyz se néco splacne, ziska to na vaze.

3. Na obrazku 1 jsou dva valce naplnéné vodou do stejné vysky. Valce maji
stejnou velikost a tvar. Na obrazku jsou ukéazany také dvé kulicky, jedna
sklenéné a jedna ocelova. Kulicky jsou stejné velké, ale ocelova je mnohem
tézsi nez sklenéna.

SKLENENA OCELOVA
KULICKA KULICKA

VALEC 1 VALEC 2 Obr. 1
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Kdyz je sklenénd kulicka vlozena do valce 1, potopi se na dno a voda
stoupne k Sesté znacce.

Jestlize vlozime ocelovou kuli¢ku do valce 2, voda stoupne:
a) do stejné vysky jako stoupla ve vélci 1,
b) do vétsi vysky nez do niz stoupla ve vélci 1,
¢) do mensi vysky nez do niz stoupla ve vélci 1,
4. protoze
a) ocelové kulicka se potopi rychleji,
b) kulicky jsou z rtiznych materiali,
¢) ocelova kulicka je t8781 nez sklenéna,
d) sklenénd kulicka vyvold mensi tlak.
e) kuli¢ky maji stejnou velikost.

Piaget na zdkladé svych vyzkum vytvofil teorii vyvoje atomismu, ktera

ma nékolik nasledujich fazi:

e pre-atomismus: déti véri, ze cukr prestava existovat ihned po rozpusténi,
a to i navzdory diikaztim jako je sladkd chut a zména hmotnosti, neexis-
tuje u nich jesté zadné spojeni mezi pfimou interpretaci a jejich vizualni
zkusSenosti;

e primitivni atomismus: na zakladé pfitomnosti chuti si déti jiz mysli, ze
substance (cukr) musi ve vodé pfetrvivat a Ze je také odpovédné za chuf.
Castecky cukru povazuji ale za piili§ malé, aby mély néjakou hmotnost
nebo objem;

e dalsi vyvoj: soucet hmotnosti malych ¢astecek cukru musi byt rovna hmot-
nosti kostky cukru;

e konecné stadium: objem castecek cukru se zachovava, voda se vytlaci, pro-
toze kazda malé Castice zaujimé néjaky objem a soucet individudlnich ob-
jemu je roven objemu kostky.

Neni ale zcela jasné, zda déti maji predstavu, ze voda se také sklada z néja-

kych ¢astic (molekul). Mladsi déti ¢asto nenakresli molekuly vody, ale jen né&jaké

Gastice cukru a vodu povazuji za jakési kontinuum (¢asto to tak chapou i stars
deti).

PREHLED INTUITIVNICH PREDSTAV V ATOMISTICE

Nize predkladame ulohy, které mohou ucitelim pomoci s odstranénim chyb-
nych predstav v oblasti atomistiky. U kazdé tlohy uviddime pfehled nejcastéjsich
miskoncepci, které struéné komentujeme.
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JAK JSME PREDSTAVY ZAKU O ATOMECH ZJISTOVALI?

Predstavy zéku jsme zjistovali pomoci testu, ktery byl sestaven ze 14 tloh zamé-
fenych na nej¢astéjsi miskoncepce v oblasti atomistiky. Zaci vybirali vzdy jednu
odpovéd ze ¢ty nabizenych moznosti a méli také moznost u kazdé tlohy doplnit
vlastni odpovéd. Test jsme zadali v kvétnu ervnu 2017 170 Zadktm z Sesti za-
kladnich kol a jedno gymnézia v Usteckém, Moravskoslezském kraji a v Praze).
I kdyz se déti setkdvaji s prvnimi modely atomu zpravidla jiz v 6. roéniku za-
kladni 8koly, u¢ivo z atomové a jaderné fyziky je nejéastéji zarazeno do 9. ro¢niku.
Predstavy zakl jsme proto zjistovali na konci 9. roéniku, kdy jiz 1ze predpoklé-
dat ucelenéjsi poznatky v oblasti atomové a jaderné fyziky. Na Feseni testu méli
zaci priblizné 20 minut.

ULony

Ulohy, které byly formulovany na zakladé testu, jsou vytvoreny ve formé concept
cartoons (obr. 2). O téchto tGlohach lze nalézt podrobnéjsi informaci napt. v [7].
U kazdé ulohy je vzdy nejprve uvedena otazka, poté pak nasleduji nazory, které
vyslovuji jednotlivi mluvéi, u nichz jsou pro usnadnéni diskuse uvedena jména.
Jednotliva tvrzeni pak pfedstavuji nejcastéjsi miskoncepce, pficemz déti mohou
vyslovit i vlastni odpovéd (tato moZnost je zafazena vzdy jako posledni a je
uvedena slovy ,Neméate pravdu. J4 sis myslim, Ze...“).

Atomy po st

Zivo&ichové se skiddaji z mnoha atomd. Co se
s témito atomy stane potom, co Zivo&ich Fe?

Atomy se pfestanou pohybovat,

A vitek
Atomy se vrati zpét do prostiedi.
g‘i KdyZ Zivo&ich zemi'e, atomy se rozstépi na B Kamila
C Mg jednodussi &Gstl a ty pak vytvoFi nové atomy.
a
T Atomy pfestanou existovat,
@ jakmile se Zivotich rozloz.
D Honza

Nemate pravdu. )& si myslim, Ze ...
E Zuzka

Obr. 2

Nize uvadime k jednotlivym tlohdm vzdy nejprve spravnou (resp. nejpiijatel-

néjsi) odpovéd (véetné procentualniho vyskytu téchto odpovédi ve zkoumaném
vzorku 7zaki) a ostatni odpovédi pfedstavujici nejéast&jsi miskoncepce, které
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jsou Fazeny od téch nejfrekventovanéjsich k tém méné Castym (v zavorce opét
uvadime procento jejich vyskytu). U nékterych tloh uvddime pro zajimavost
i priklady vlastnich odpovédi zakt. Ke kazdé tloze uvadime také komentar, ve
kterém popisujeme pravdépodobné zdroje chybnych predstav a ukazujeme, kde
mohou byt rtzna uskali ve vykladu.

Uloha 1 Neviditelné atomy

Muizeme jednotlivé atomy vidét?

Ano, atomy muZeme vidét, ale pouze pomoct specidlniho laboratorniho pristroje.
(74,7 %)

Miskoncepce:
e Ne, atomy nelze vidét, mizZeme pouze véfit, Ze existuji. (15,3 %)

e Ano, atomy jsou dost velké na to, abychom je mohli vidét pod béznym
mikroskopem. (5,9 %)

e Ano, velké atomy lze vidét i pouhym okem (2,4 %).

Komentai: Zici maji mikroskop spojeny s pfedstavou, Ze umoziiuje pozorovat
,velmi malé“ véci. Nékteri z nich se proto domnivaji, Ze atomy lze vidét pod
mikroskopem nebo dokonce i pouhym okem. O tom, Ze tomu tak neni, se mohou
déti jednoduse presvédéit (napf. pozorovanim vody pod mikroskopem — molekuly
vody jisté neuvidi).

I kdyZ si mnoho zak nakonec vytvoii predstavu, Ze atom nebo molekula
je nejmensi stavebni jednotka hmoty, maji pak ¢asto problém porozumét nepa-
trnosti atomu nebo molekuly. Nékdy si proto déti pak mohou myslet, ze kdyz
jsou ¢&astice tak malé, musi mit nulovou nebo zdpornou hmotnost [1] (viz také
uloha 6).

Uloha 2 Zivé atomy

Jsou atomy Zivé?

Ne, atomy nemaji vlastnosti Zvyjch organismi. (68,8 %)
Miskoncepce:
e Ano, protoze atomy mohou rist a délit se. (13,5 %)
e Zivé jsou pouze atomy Zivych organismi. (8,8 %)
e Ano, atomy jsou Zivé, protoZe se pohybuji. (5,9 %)

Komentai: Miskoncepce tykajici se animismu, tj. pfedstava, ze atom je Zivy
(mé vlastnosti Zivych organismu), patii k tém nejrozsifenéjSim (v nasem vy-
zkumu odpovédi tohoto typu pfedstavovaly v souétu pfiblizné 28 %). Kromé
vyse uvedenych miskoncepci vychazejicich z animismu si nékdy déti mysli, ze
atomy se mohou snadno délit a tak se reprodukovat a také ze pouze nezivé véci
jsou slozeny z atomi, ale zivé véci jsou tvoreny z rostlinnych nebo zZivocisnych
bunék [3].
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Uloha 3 Atomy po smrti
Zivocichové se sklddaji z mnoha atomdi. Co se s témito atomy stane potom, co
Zivocich zemre?
Atomy se vrdti zpét do prostiedi. (21,2 %)
Miskoncepce:
e Kdyz zivocich zemfe, atomy se rozstépi na jednodussi ¢asti a ty pak vytvori
nové atomy. (47,7 %)

e Atomy prestanou existovat, jakmile se Zivo¢ich rozlozi. (21,2 %)
e Atomy se pfestanou pohybovat. (8,8 %)

Komentai: Tato tloha vychéazela z vyzkumu TIMSS [8], ktery byl v Ceské
republice uskuteénén v roce 1995. Primeérna tspésnost této ulohy byla u zaka
8. roéniku 22,4 %, pfi¢emz zajimavy u této tlohy byl velky rozdil mezi ispésnosti
divek (17,4 %) a chlapct (27,0 %). V naSem vyzkumu jsme zjistili, Ze téméf
polovina nasich zakd se domniva, zZe po smrti ZivocCicha se atomy rozstépi na
jednodussi casti, které pak vytvori nové atomy. V souhrnu pfedstavuji odpovédi
tykajici se miskoncepci spojenych se zménou atomii po smrti (rozpad, zdnik nebo
zastaveni pohybu atomt) téméf 78 %, coz je pomérné zavainé zjisténi. Tato
skute¢nost mtize souviset s tim, Ze zaci zaméiuji atomy a buiky (viz odpovéd
jednoho zéka: ,Zvite, které zemte, tak se pomalu rozklddd a mizi, stejné tak
atomy v jeho téle.“).

Uloha 4 Tvar atomii

Jaky maji atomy tvar?

O atomu lze pouze Fici, Ze md kladné jadro a elektronovy obal. (37,1 %)
Miskoncepce:
e Atomy maji tvar kouli, které jsou uvnitt plné. (31,8 %)

e Atomy mohou mit riizny tvar podle druhu latky, kterou tvofi (mohou byt
tieba kulaté, vej¢ité, protdhlé apod.). (24,7 %)

e Atomy jsou ploché (jako kdyZ rozplacneme kulicku z modeliny). (2,9 %)

Komentai: Déti si na zakladé pfedklddanych modeld atomt (vesmés kulovych)
Casto vytvareji predstavu atomu jako tvrdé a tuhé kulicky. Odpovédi zaku také
naznaduji, ze zfejmé dobfe nerozlisuji mezi atomem a molekulou (viz také tiloha 5
a 6). Jak jiz bylo vySe uvedeno, déti si pomérné ¢asto mysli, Ze atomy jsou jako
burika, protoze také maji jadro a obal, ktery jadro chrani. Nékdy si zaci mysli,
Ze jadro kontroluje ,aktivity* atomu [3]. V tomto pfipadé se jednd o tzv. in-
terferenci (tj. zdpornému prenosu uceni — ,,co umim ted, rusi, co se budu ucit
v budoucnu®). Je proto t¥eba dobfe rozliSovat mezi jddrem buiiky a jeho funk-
cemi a jadrem atomu. Pfi vykladu je tfeba zaky upozornit zejména na vyznamné
odlisnosti, napt. ze elektrony netvori pevny obal kolem jadra nebo Ze atom po
smrti zivocicha nezanika.
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Uloha 5 Velikost atomii
Maji vsechny atomy stejnou velikost?
Nemaji, protoZe velikost atomu wurcuje pocet protontu, neutroni a elektrond,
z nich? je atom slozen. (54,1 %)
Miskoncepce:

e Nemaji, protoze velikost atomu urcuje pouze pocet protont a neutront
v jadfe atomu. (22,4 %)

e Vsechny atomy jsou stejné velké, ale vytvareji rizné velké moleku-
ly. (20,6 %)
e Maji, protoze ve vesmiru existuje jen jeden zakladni druh atomu, ze kterého

Komentai: Co se tyce velikosti atomu, kromé vyse uvedenych miskoncepci mi-
vaji déti Casto znacné zkreslené predstavy o rozmérech atomu. Mysli si, Ze jestlize
ma jadro v primeéru 5 cm, elektrony se nachazeji od jadra ve vzdélenosti v roz-
mezi od 2-10 mm do 50 cm (ve skute¢nosti to je 5 km), néktefi zaci si dokonce
mysli, Ze se elektrony dotykaji jadra [3]. Tyto pfedstavy jsou ziejmé i diisledkem
modeli atomu pouzivanych v ucebnicich, které neznazornuji obvykle spravné
rozméry atomového jadra a obalu.

Uloha 6 Hmotnost atomi

Maji vSechny atomy stejnou hmotnost?

Ne, protoZe atomy maji rizny pocet protoni, neutront a elektrond. (65,3 %)
Miskoncepce:

e Ne, protoze hmotnost atomu zavisi na tom, z kolika jednodussich atomt
vytvoren. (20,6 %)

e Ano, vSechny atomy jsou ¢astice se stejnou hmotnosti. (6,5 %)

e Ne, protoZe atomy plynd nemaji zddnou hmotnost. (4,1 %)

Komentai: Prvni miskoncepce opét ukazuje na to, ze déti nemaji jasno v pojmu
atom a molekula. Kromé nami zkoumanych miskoncepci jsou zajimavé i pred-
stavy déti o hmotnostech elementarnich Castic, déti si casto mysli, Ze elek-
trony nemaji zadnou hmotnost, maji pouze naboj a hmotnost protonu je jeden
gram [4].

Uloha 7 Atom zlata

Ma atom zlata néktere stejné vlastnosti jako maly kousek zlata?

Ne, jednotlivy atom zlata nemd stejné vlastnosti jako kousek zlata. (49,4 %)
Miskoncepce:

e Ne, protoze kousek zlata je tvoren atomy zlata a latkou, kterd vypliuje
prostor mezi atomy zlata. (39,4 %)
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e Ano, atom zlata je leskly, podobné jako se lesknou véci ze zlata. (4,7 %)

e Ano, zlato je tvrdé, a atom zlata je proto také tvrdy. (2,4 %)

Komentai: Déti si ve vice nez tfetiné pfipadt myslely, Ze mezi ¢asticemi (atomy
zlata) musi byt néjaka latka. Ze zahraniénich vyzkumi je znamo, Ze touto latkou
byvé napt. vzduch (nebo také kyslik, pfipadné jiné plyny), rtizné materidly nebo
také elektrické naboje [4]. Podobna pfedstava se objevila také u tlohy 9 a 11,
u kterych je uveden dalsi komentar.

Uloha 8 Pohyb atomu

Pohybuji se atomy v pevné ldtce?

Ano, atomy v pevné ldtce kmitaji. (63,56 %)
Miskoncepce:

e Ne, nemohou se pohybovat, protoze mezi ¢asticemi v pevné latce nejsou
74dné mezery. (22,9 %)

e Ne, atomy se nepohybuji, pohybuji se jen elektrony v atomovych obalech.

(20,0 %)

e Ne, nemohou se pohybovat, protoze atomy pevné latky jsou tézké. (1,2 %)

Komentai: Déti se jen velmi obtizné odpoutavaji od svéta, ktery mohou vnimat
svymi smysly. Proto Casto prenaseji vlastnosti makrosvéta na mikrosvét ¢astic.
Atomy pak napf. povazuji za malé kousky pevného télesa nebo malé kapky
kapaliny, ptficemz tyto kousky maji riiznou velikost a tvar, neni mezi nimi zadny
prostor (jsou jakoby ,husté nasety“ vedle sebe) a maji stejné vlastnosti jako
materidl, ktery vytvareji [1]. Nekdy si také mysli, Ze se pohybuji jen elektrony
v atomovych obalech.

Uloha 9 ZvétSovani atomii

Zvétsi se atomy v Zelezné tyci, kdyz ji budeme zahvivat?

Pri zahrivani tyce se zvétsi vzddlenost mezi atomy a rozsah jejich kmitdnd.
(58,2 %)

Miskoncepce:

e Ptizahtivani tyce se budou uvoliiovat elektrony z atomovych jader a atomy
se tak zvetsi. (18,2 %)

e Pii zahfivani zvétSuje sviij objem pouze sama ty¢, velikost atomt a vzda-
lenost mezi nimi se neméni. (17,1 %)

e Pfi zah¥ivani tyce se budou zvétsovat pouze jadra atomu. (4,1 %)

Komentai: Roztaznost hmoty s rostouci teplotou ¢asto mylné déti spojuji s roz-
taznosti (zvétSovanim) atomu spise nez se zvétSovanim mezer mezi atomy. Druha
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vyse uvedend miskoncepce ukazuje na mylnou predstavu atomi zeleza nachaze-
jicich se v néjakém materidlu (Zelezu), ktery se sam roztahuje (tj. roztaznost
je vlastnost pouze makroskopického materidlu). V zahrani¢nich vyzkumech se
ukézalo, ze kdyz maji déti nakreslit napf. méd, nakresli cosi jako ,hrozinkovou
bulku“, v niz jsou atomy médi usazeny jako v jakémsi médéném lizku (tzv.
rozinkovy model) [9].

Uloha 10 Uhli
Uhli je tvoteno atomy uhliku. Co se stane s atomy uhliku, kdyz kousek uhli roz-
tluceme kladivem na prach?
Atomy uhliku se nijak nezméni. (57,7 %)
Miskoncepce:

e Od nékterych atomt uhliku odpadnou malé casti, takze se tyto atomy
zmensi. (20,0 %)

e Kdyz se uhli rozpadne na prach, atomy se také rozpadnou. (11,8 %)

e Narazy kladivem zpusobi zménu velikosti atomi. (8,8 %)

Komentai: Vsechny miskoncepce opét ukazuji, Zze déti prenaseji makroskopické
vlastnosti matridlu (uhli) na jednotlivé atomy (v souhrnu se jednd pfiblizné
0 40 % respondentit).

Uloha 11 Papir
Predstav si, Ze bychom odstranili vSechny atomy listu papiru. Co by potom zi-
stalo?
Nezistane nic. (61,8 %)
Miskoncepce:

e Zustane trochu papirového prachu. (19,4 %)
e Ztstane energie. (8,8 %)

e Zistane jen malicky kousek papiru o velmi malé hmotnosti. (7,7 %)

Komentai: Jak ukizaly zahraniéni vyzkumy, predstavy zaki se v rozmezi
8-17 let postupné méni od kontinua pres kousky kontinua az po naucenou védec-
kou reprezentaci ¢astic. Pfesto ma az 20 % 17letych zaki stale predstavu hmoty
jako spojitého prostfedi. I v nasem vyzkumu se ukazalo, mnohé déti si mysli,
7e atomy papiru se nachéazeji v jakési materské substanci. Podobné si zaci ¢asto
i vodu a vzduch, tj. jako molekuly vody ve vodé nebo ¢astice vzduchu nachézejici
se ve vzduchu.

Uloha 12 Srazka s atomy
Co se stane s atomy ve vzduchu, kdyz se s nimi srazi rychle se pohybujici vlak?
Pri srdzce s vlakem se atomy nijak nezméni. (55,9 %)
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Miskoncepce:

e Vzduch je pruzny, proto jsou i atomy ve vzduchu pruzné, mohou se tak
snadno stladit a p¥i srdzce s vlakem se nerozbiji. (31,2 %)

e Jestlize je rychlost vlaku dostatecné velka, nékteré atomy ve vzduchu se
pfi srzce rozbiji a rozpadnou se na mensi ¢asti. (7,7 %)

e V okamziku srazky chrani atomy jejich pevné obaly, podobné jako skofapka
chréni ofech. (5,3 %)

Komentai: Déti casto prenaseji makroskopické vlastnosti materiadlu na mikro-
svét. Proto si také mysli, Zze atom je pruzny a muze se stlacit nebo natdhnout
a pak se zase vratit do ptivodniho tvaru [3]. Nekdy si také déti mysli, ze atomy
jsou odolné, pevné, tvrdé ¢astice, které se nemohou rozbit na mensi ¢astice.

Uloha 13 OdtrZeni elektronu

Must byt atom rozbit, aby se z néj uvolnil elektron?

Ne, elektron se miZe odtrhnout bez rozbiti atomu. (62,9 %)
Miskoncepce:

e Elektron je jednou ze zakladnich ¢astic, z nichz se atom sklada. Kdyz je
elektron od atomu odtrzen, atom se rozdéli. (15,9 %)

e Ne, stadi rozbit pouze obal atomu. (11,8 %)

e Elektrony nemohou byt z atomu odtrzeny. (8,2 %)

Komentai: Miskoncepce odhalené v této tloze ukazuji na to, ze néktefi zaci
neodlisuji dobre mezi déji v elektronovém obalu a jadru a disledky, k nimz tyto
déje vedou (rozbiti atomu). Druhd vyse uvedend miskoncepce také naznacuje,
ze pod elektronovym obalem si déti ¢asto predstavuji néjakou skorapku, ¢i cosi
,tvrdého*, co je tfeba rozbit, abychom mohli elektron z atomu odstranit [3]. Pfi
pouzivani terminu elektronovy obal by proto méli byt ucitelé velmi obezretni
a méli by pozornost zakti sméfovat spise k hladindm nebo pozicim elektroni.
Mluvime-li o elektronech, lze vyuzit také vyuzit pfirovnani elektronu a zvuku,
které uvadi [10] — ,,ani o elektronu v atomu ani o zvuku v mistnosti nelze totiZ
presné Fici, ve kterém misté je a jak se v daném okamZiku pohybuje®). Na stfedni
skole pak ucitelé Casto pouzivaji metaforu, ze elektrony jsou v atomu jakoby
,rozmazané“.

Uloha 14 Pfeména atomii
Jak se mohou atomy jednoho prvku preménit na atomy jiného prvku?
Nestabilni atomy se mohou samovolné zmeénit na jiné atomy pri radioaktivnim

rozpadu. (55,9 %)
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Miskoncepce:

e Atomy se nemohou pfemériovat, protoze kazdy z protonti, neutronu a elek-
trond v atomu je jedine¢ny. (22,9 %)

e Pfifinou pfemény atomt na jiné atomy je sluneéni svétlo. (6,5 %)

e Atomy se mohou zménit na jiné atomy p¥i takovych jevech jako je himéni
a blyskéani. (6,5 %)

Komentai: Pomérné znac¢né Cast zakd si mysli, Ze atomy se nemohou premeé-
novat, protoze atomy jsou jedinec¢né, tj. elektrony, protony a neutrony ruznych
atoml jsou rozdilné (jedineéné). Divodem miZze byt to, Ze je zdktm pii vy-
uce v§tépovano, Ze rozdilné vlastnosti atomu souvisi s jejich rozdilnou stavbou.
V nasem vyzkumu se v mensi mife vyskytly i dalsi miskoncepce, tj. Ze pfi¢inou
premény atomt je slunec¢ni svétlo nebo himeéni a blyskani.

V této tloze zaci také Castéji, nez tomu bylo u jinych dloh, dopliovali vlastni
odpovédi. Ve vétsiné pripadi se vsak jednalo o chybné odpovédi, ze kterych je
z¥ejmé, Ze zaci nemaji jasno v tom, co je charakteristické pro dany prvek (pocet
protontd v jidfe) a jakym zpusobem se mize uskute¢nit zména atomu jednoho
prvku na atom jiného prvku. Pro zajimavost nékteré odpovédi uvadime:
LAtomy se nemohou ménit za Zdadnych okolnosti.“

»MiZou, ale je to otdzkou miliond let. Vezméme si napr. diamant. Drive to byl
obycejny uhlik. Pak vlivem tlaku a tepla se postupné premenil.“

»Mohou se ménit, pokud odtrhneme néjaké neutrony, protony, nebo elektrony.“
»Mohou se zmeénit, pokud v obalu pribyde nebo ubyde elektron.“

LAtomy se mohou zménit, pokud se spoji s jinymi atomy.“

»1im Ze atom uwvolni nebo prijme protony.“

ZAVER

Ulohy z testu ve formé concept cartoons (véetné metodickych pozndmek) jsou
volné ke stazeni na http://physics.ujep.cz/~ehejnova/Pro_ucitele/index4.html. Vé-
fime, Ze ucitelim mohou G¢inné pomoci pti odhalovani chybnych predstav v ob-
lasti atomistiky.

V naSem prispévku jsme ukazali na rizna tskali a problémy, na které mohou
ucitelé ve svém vykladu narazit. Myslime si, Zze rizné modely a analogie, které
ucitelé pri vykladu pojmu atom bézné pouzivaji, jsou ¢asto velmi slozité, a proto
si zaci na jejich zédkladé nevytvéreji zcela spravné predstavy (o ¢emz ale ucitelé
nékdy tézko ziskdvaji od zakt néjakou dobrou zpétnou vazbu). Ackoliv se déti
snazi po absolvovani vykladu o atomech sladit své pfedstavy s témi védeckymi,
Casto to kon¢i tim, Ze si vytvori néjaky vlastni pokrouceny, alternativni model,
ktery 1épe vyhovuje jejich predchozim zkuSenostem s tim, jak okolni svét funguje.

Pri¢inu této skutecnosti lze hledat také v ucebnicich, ve kterych jsou zaktim
predkladany dvourozmérné modely (zejména mladsi Zaci si pak mysli, Ze atomy



18

Eva Hejnova

jsou ploché), které se navic v rtznych ucebnicich lisi. Ruznost téchto modeli
pak muze v zacich vyvolat otazku: Ktery model je ten spravny? Mnoho zaka
také nema jesté ani v 9. ro¢niku zékladni skoly dostateéné rozvinutou formalni
aroven mysleni a prostorovou predstavivost, aby dokazali do hloubky porozumét
vyukovym modelim a riznym analogiim, které ucitel pouziva, a také nedokazi
odlisit, co model ukazuje spravné a co ne. Proto je tfeba pfi vykladu pojmu atom
postupovat velmi obezietné a s védomim vSech vySe uvedenych skutecnosti.
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PROCHAZKA CASOPROSTOREM ANEB
UVOD DO GEOMETRICKYCH VLASTNOSTI
SPECIALNI RELATIVITY

Jiri Kralik

1 CASOPROSTOROVY INTERVAL

Na teorii relativity je snad nejparadoxnéjsi jeji nazev. Pravdou je, ze pii studiu
této teorie se lze setkat s objekty, které jsou zavislé na ,ihlu pohledu“, tj. jsou
relativni. Nicméné jeji hlavni a nosnou mysSlenkou je naopak to, Ze pfi zméné
jedné (inercidlni) pozorovaci soustavy za jinou se chovani svéta (fyzika) neméni.
Jednim z disledk tohoto principu je, Ze mezni rychlost §ifeni jakéhokoli signalu
je ve vSech inercidlnich systémech stejna. Tato mezni rychlost se tradi¢né nazyva
rychlosti svétla ve vakuu a oznaduje se jako c.!

To, Ze je mezni rychlost stejnd ve vSech inercidlnich systémech lze vyjadfit
rovnéz nasledujicim zptisobem. Pokud dioda v okamziku ¢; a v misté o soufad-
nicich [z1,y1,21] v néjakém inercidlnim vztazném systému vysle signdl mezni
rychlosti ¢, ktery dorazi v okamziku ¢5 do mista o soufadnicich [z2,y2, 2], lze
vztah mezi témito tdaji zapsat ve formé

(22 —21)” + (Y2 —11)* + (22 — 21)° = A (t2 — t1)?,
resp. ve formé
(1'2 — IE1)2 -+ (y2 - y1)2 + (22 — 21)2 — C2(t2 — t1)2 =0.
Nezavislost mezni rychlosti ¢ na volbé inercidlniho vztazného systému zna-
mend, ze maji-li pfedchozi udélosti (vyslani a pfijem signalu) v jiném inercidlnim
systému soufadnice |2}, y], 21] a [xh, ¥, 25] v okamzicich oznadenych t1 a ta, bu-

dou spojeny vyrazem

(w3 = 21)* + (g3 = 91)* + (25 — 1) = Aty — 11)* = 0.

1Oznadovani mezni rychlosti sifeni signalt ve Vesmiru jako rychlosti svétla ma historické
kofeny a je Siroce pouzivané, ale ve skutecnosti neni vhodné. Existence této rychlosti totiz
nijak na svétle nezévisi — svétlo se $ifi mezni rychlosti v podstaté ndhodou. Kdyby mél foton
velmi malou, ale nenulovou hmotnost, coz neni nerealné, rychlost sifeni svétla by byla o trochu
mensi nez mezni rychlost a souc¢asné chapani fyziky by to nijak podstatné nenarusilo.
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U udélosti spojenych mezni rychlosti se tedy veli¢ina
Az® + Ay? + A2% — A (1)

neméni — ma hodnotu nula ve v8ech inercidlnich vztaznych systémech.

7 principu relativity, existence mezni rychlosti a predpoklad o homogenité
Casu a prostoru a o izotropii prostoru plyne (viz napt. oddil 34 v [7]), Ze pro ja-
kekoli dvé udalosti, mezi kterymi ubéhla doba At a jejichz prostorova vzdalenost
je /Az2 + Ay + Az2, se hodnota veli¢iny

Az® + Ay? + A2% — A (2)

pfi zméné inercidlniho systému neméni. To znamena, Ze ¢asové a prostorové in-
tervaly mezi dvéma udalostmi se sice v riznych systémech mohu namérit rizné —
At, Az, Ay, Az v S a At',Ax', Ay', Az’ v §, ale tato jejich kombinace vychdzi
v kazdé soustavé stejné. Invariantu (nikoli ovSem konstanté)

As < VAL — (Az? + Ay? + Az?) (3)

se Fika casoprostorovy interval. Nicméné Casto se jako o casoprostorovém inter-
valu mluvi i o jeho druhé mocniné (As)?2. Je tedy

As=As', resp. (As)g = (As)g,.

Na podobnosti tvaru ¢asoprostorového intervalu a vzdalenosti bodt v euk-
leidovském prostoru, tj. Az? + Ay? + Az2, lze, jak si v nasledujicim ukéZeme,
vybudovat ¢asoprostorovou analogii eukleidovské geometrie.

2  VEKTORY V EUKLEIDOVSKE GEOMETRII ANEB HRANT SI
S SIPKAMI

Geometrie vznikla z praktickych divodu jako nauka o prostorovych vztazich
mezi predméty. Z konkrétnich objekt jako je kolik v zemi, provazek nebo vodni
hladina vznikly abstrakci geometrické objekty jako jsou body, pfimky a roviny.
Od dob Eukleida, ktery disciplinu axiomatizoval jiz ve tfetim stoleti pred nasim
letopoctem, dalsi velky pokrok nastal, kdyz v ni René Descartes v 16. stoleti
zacal systematicky uplatiiovat metodu souradnic.

Protoze pii popisu geometrickych objektt je velmi vyhodné pracovat s vek-
tory a protoze vektory jsou dulezitou soucasti matematického vybaveni fyziki,
v nésledujicim si v bodech, pfevazné heslovité zavedeme vektory v (eukleidov-
ském) prostoru a hned v dal$im oddilu si v analogii vybudujeme i vektory v (ein-
steinovském) Casoprostoru. Soufadnice ndm pfitom budou dileZitym pomocni-
kem.
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2.1 SOURADNICE BODU V PROSTORU A V ROVINE

N&s bézny, tiirozmérny (3D) prostor si miizeme pfedstavovat jako soubor bodd.
Kazdému bodu lze prifadit tii realnd ¢isla, kterd jednozna¢né urcuji jeho polohu
viidi zadanému systému soufadnic.? Uspoifadané trojice téchto ¢isel — soufadnic
polohy bodu — se standardné znadi [z, y, z] nebo [z1, xa, x3]. Pro rtzné soufadni-
cové systémy jsou soufadnice jednoho bodu obecné ritizna ¢isla. Systémem sou-
fadnic budeme nadale bez upozornéni rozumét kartézsky souradnicovy systém,
ktery ma navzajem kolmé, pfimé osy a na nich stejné skalovani.

Pro studium vztahii v roviné (eukleidovsky 2D prostor) sta¢i bodam, které
tuto rovinu tvofi, pfifazovat viuci zadanému systému skalovanych os pouze dvé
soufadnice — standardné znacené [z, y].

2.2 DVOJICE BODU, SIPKA, VEKTOR
Kazda dvojice bodd v prostoru definuje tisecku a kazda usporddand dvojice bodt
definuje sipku. VSem takovym Sipkdm lze pfifadit uspoirddanou dvojici ¢isel ve
2D, resp. trojici ¢isel ve 3D prostoru, kterd bude popisovat jejich velikost a jejich
orientaci vici soufadnicovym osam. Mifi-li napfiklad Sipka z bodu A o sourad-
—
nicich [zp,ya] do bodu B o soufadnicich [zg,yg], budou soufadnice sipky AB
dany usporadanou dvojici

(:EB —TAHYB — yA) = (Avay)v

tj. rozdily odpovidajicich si soufadnic bodfi.* Soutfadnice sipek oviem tyto Sipky
neurcuji jednoznacné. VSechny Sipky se stejnymi rozdily soutfadnic svych kon-
covych bodit maji stejné souradnice (viz obr. 1). To nés piivadi k napadu, ze
bychom vSechny $ipky se stejnou délkou (viz dale) a stejnou orientaci viéi danym

YA YA

Ll L
X X

Obr. 1: Rizné dvojice bodl uréuji riizné sipky, ale jen jeden vektor

2Piesnéji jde o &isla s piifazenou jednotkou délky, protoze jde o vzdalenosti.

3Vyklad omezuji pouze na kartézské systémy proto, ze vztahy a ivahy v nich jsou zpravidla
nejjednodussi (ne tak Feseni konkrétnich problému).

4Vsimnéte si, ze rozdily souradnic bodt jsou, jak je standardni, psany do kulatych zavorek,
nikoli do hranatych.
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osam mohli povazovat za jediny objekt. Tento objekt byl jiz pfed vice nez sto
lety nazvan vektor. O soufadnicich (Az, Ay) ve 2D, resp. (Az, Ay, Az) ve 3D
pak budeme mluvit jako o soutfadnicich vektoru.

2.3 SKLADAN{f VEKTORU

Predstavme si obrovskou, hladkou, bilou desku jako model eukleidovské roviny.
ZatluCeme-li do takové desky t¥i hiebiky a spojime-li je Sipkami tak, jak je na-
znaceno na obrazcich 2 a 3, vidime, Ze je vhodné zavést skladani dvou vektori
tak, Ze napojime pocatek druhého vektoru na konec prvniho a vysledny vektor
(jejich soucet) ziskdme spojenim poc¢atku prvniho a konce druhého z vektorti.
Predpis pro souradnice skladanych vektort je pak

U1 + U = U3 = (V1g, V1y) + (V2z, Voy) = (U35, Vay)-

Soufadnice vektort tedy spliiuji standardni algebraicky predpis pro séitani uspo-
radané dvojice Cisel.

Obr. 2: Vysledek posunuti z Usti nad Obr. 3: S¢itani sipek definované v sou-
Labem do Karlovych Vart a z Kar- ladu s vedlejsim obrazkem odpovida
lovych Varti do Prahy je stejny, jako i jednoduché scitani jejich soutfadnic
piimé posunuti z Usti nad Labem do

Prahy

Ve 3D prostoru pak v analogii zfejmé bude

U1 + Vo = U3 = (Vig, U1y, V1) + (V2z, U2y, V22) =

= (Vig + V2g, Viy + Vay, V12 + V22) = (V34, U3y, U32).

2.4 PRODLUZOVANI A KRACENI VEKTORU

Jak se na Sipce reprezentujici vektor projevi, kdyz kazdou soufadnici vynasobime
stejnym redlnym cislem, je patrné z obr. 4. Nasobeni souradnic mé za nasledek
prodlouzeni ¢i zkraceni vektoru pii zachovani jeho sméru — délka jednotlivych
Sipek reprezentujicich vektor se zméni |k|-krat, pfitom je-li éislo k kladné, ne-
zméni se orientace, pro k zaporné bude orientace vysledného vektoru opac¢né nez
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2vy

Obr. 4: Vynasobeni soufadnic Sipky dvojkou znamend dvojnasobné prodlouzeni
Sipky ve stejném sméru

u U. ProtoZe lze psat
(kvg, kvy) = k(vg, vy), (4)

muZeme pro takto vznikly vektor uzit oznaceni k4.

Nésobeni vektort veli¢inami, které maji netrividlni fyzikalni rozmér (jed-
notku) je dtlezitym krokem v rozsifovéni vektorovych pfedstav i mimo jejich
nazorné zavedeni spjaté s prostorovymi Sipkami. Tak napriklad, pokud naso-
bite vektor posunuti A7 néjaké ¢astice béhem casového intervalu At skalarni
veli¢inou 1/At, ziskate stfedni rychlost ¢dstice v tomto ¢asovém intervalu:

1 7
EA’FE A7 = (0)at.

2.5 LINEARNI KOMBINOVANI VEKTORU

Protoze nasobenim vektort Cislem a sc¢itanim vektort lze ziskat jiné vektory,
Ize kombinovanim téchto operaci ziskdvat mnoho vektort dalsich. O vektoru j,
ktery lze vyjadrit ve tvaru

W= KW + Iiglﬁg, (5)
kde k1 a ko jsou néjaka redlnd disla, resp. veli¢iny, mluvime jako o linedrni
kombinaci vektori Wy a wWs.

Napriklad rozdil dvou vektord rychlosti ¢astice

AV =T — U

Ize zapsat jako linedrni kombinaci s koeficienty k1 = —1 a ko = +1. Pokud
ovSem za koeficienty vezmeme

Iilzfﬂ a R = ——
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kde At je ¢asovy interval, ktery ubéhne pii zméné rychlosti ¢astice z U7 na v,
ziskame
1 1 1/, _y_ 1 U

SAr A = A (B ) = 580= 5
tj. stfedni zrychleni. Vidime tak, ze nebudou-li nasobici koeficienty pouze bez-
rozmérnd redlnd ¢isla, ale obecné néjaké skalarni (na soufadnicovém systému
nezavislé) fyzikalni veli¢iny, vyvede nés to ven z prostoru nazornych, Sipkoidnich
vektort souvisejicich primo s polohami bodt v prostoru. Ziskdme tak novou, po-
nékud abstraktnéjsi vektorovou velic¢inu, kterd ma jiny fyzikalni rozmér nez mély
ptivodni vektory posunuti (uvaddéné s néjakou jednotkou délky, napiiklad met-
rem). Operaci nasobeni vektorti skaldrem tak lze z ¢isté geometrickych vektort
posunuti vyrabét na intuici narocnéjsi vektory. Dulezité ovsem je, Ze u vSech ta-
posunuti, takze vSechny ukazuji do smérti, které se shoduji se sméry v nasem
béZném zivotnim prostoru. Samosebou se ma za to, ze s¢itat, resp. linedrné kom-
binovat mtzeme pouze vektory se stejnym fyzikalnim rozmérem.

Je zajimavé, ze vsechny vektory v roviné mizeme ziskat linedrnim kombino-
vanim libovolnych dvou vektort této roviny, které nemaji stejny smér, tj. jejichz
odpovidajici Sipky nelze slozit na primku. Zaroven vSechny vektory v prostoru
Ize vyjadrit jako linedrni kombinaci tii vektort, jejichz odpovidajici sipky nelze
slozit do jedné roviny.

Predstavme si, ze vybavime oblast zdjmu, imaginarni prostorovou, krychlo-
vou m¥izi (viz napfiklad mistnost na obr. 5). Déle si vybereme bod, ze kterého
nechdme do smérd ,,dratd“ mrize vychazet osy s libovolné zvolenou orientaci
(standardni je pravotociva). Nyni miZzeme jakykoli vektor posunuti A7 vyjadiit

N

Obr. 5: Zavedeme-li do zkoumaného prostoru krychlovou mfiz s osami z, y a z,
lze kazdy vektor v tomto prostoru vyjadfit jako linearni kombinaci t¥i vektort,
z nichz kazdy mifi vyhradné podél jedné z os



LETNI SKOLA MATEMATIKY A FYZIKY 2017 25

jako soucet navzajem kolmych vektori, které mifi ve smérech jednotlivych os:
AT = AFy + ATy + AT

Pokud jednotkou vzdalenosti na mfizi na obr. 5 je jeden metr, pak A7}
oznacuje posunuti podél osy x o 3 metry (+3 m), A7y posunuti proti ose y
0 3 metry (—3 m) a A7, posunuti proti ose z o 1 metr (—1 m). O vektorech A7,
soufadnic. O usporddané trojici éisel (+3,—3;—1) m pak jako o souradnicich
vektoru AT

2.6  VYJADRENI VEKTORU V DANE BAZI

Z linearni algebry je zndmo, Ze vSechny usporadané trojice redlnych ¢isel (a, b, ¢)
lze ziskat kombinovanim t¥{ tzv. bazovych trojic (1,0,0), (0,1,0) a (0,0,1). Pro
v8echna reélné ¢isla a, b a c lze totiz zapsat

(a,b,c) =a(1,0,0) + b(0,1,0) + ¢(0,0,1).

Tuto myslenku lze pouzit i u vektort. Najdemeli v dané souradnicové mtizi
tfi vektory se soufadnicemi (1,0, 0), (0,1,0) a (0,0, 1), mizeme z nich kazdy jiny
vektor linedrné nakombinovat. Snad je (napf. opét z obr. 5) patrné, Ze takovymi
vektory jsou vektory s délkou rovnou délce jednotky m¥ize (napf. 1 m) a miFici
ve smeérech jednotlivych os. Oznacime-li tyto vektory — nazyvame je jednotkove —
po fadé Uy, Uy a U, lze vektor o soufadnicich (a, b, ¢) v této m¥izi ziskat z linedrni
kombinace

U = ally + bily + ci.

Trojice nezavislych vektord, které jsou schopné diky linedrnimu kombinovani
vygenerovat viechny vektory v prostoru, nazjvame bdze tohoto prostoru.® Pokud
jsou vektory v bazi jednotkové a navic navzajem kolmé, mluvime o ortonormdini
bazi.

Uvahy zcela analogické samoziejmé funguji i v roviné — i zde miize byt velmi
uziteéné uvazovat o dvou kolmych jednotkovych vektorech a generovat ostatni
vektory v roviné s jejich pomoci. Oznacime-li je @, a iy, lze pro kazdy vektor
roviny ¥ jednoznacné nalézt Cisla v, a vy tak, Ze plati

U = Vg lly + Vylly.
O uspofadané dvojici éisel (vg,v,) pak mluvime jako o soufadnicich vektoru
¥ vaéi bézi b = (i, vy). Samozfejmé pro jinou bazi — b’ = (¥, ¥y ) — jsou
soufadnice stejného vektoru ¢ obecné jiné:

U = ViU + Vyr Uy,

5Vektory v dané skupiné vektorti povazujeme za nezavislé, pokud zadny ¢len skupiny ne-
muze byt vyjadien jako linearni kombinace ostatnich Cleni.
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Casto je dtlezité umét nalézt mezi soufadnicemi v rfiznych bazich, tj.
(Va5 Vy)p & (Var, Uy )y, nEjaky vztah. Ze néjaky existovat musi plyne z toho,
Ze je

VU + ’Uyﬁy =0 = vgpily + ’Uy/ﬁy/. (6)
Tyto rovnosti vlastné vyjadruji, ze vektor povazujeme za geometricky objekt, tj.
objekt principialné nezavisly na volbé konkrétni baze.

2.7 VZDALENOST DVOU BODU, VELIKOST VEKTORU
Predstavme si obrovskou, hladkou, bilou desku jako model eukleidovského 2D
prostoru (roviny). Déle si pfedstavme, ze do této desky zatluceme dva hiebiky
A a B. Oznacime-li souradnice polohy hiebikt vici néjakému systému jako vyse,
tj. [ta,yal @ [rg,yg], bude jejich vzdélenost podél sméru osy = dana rozdilem
(sledujte obrazek 6 vlevo)

ltg —zpl = |zp — 2zg| = |Az| = /(Ax)2.
Analogicky podél sméru osy y bude vzdédlenost hrebikti/bodt déna

lyg —yal = lya — ygl = [Ayl = v/ (Ay)2.

7 obrazku 6 vlevo je rovnéz patrné, ze napneme-li mezi hiebiky provazek, lze
jeho délku spoéitat z rozdilt souradnic hiebikt s pomoci Pythagorovy veéty®:

(Az)? + (Ay)*. (7)

yA

<V

Obr. 6: Dva body v roviné mohou mit vzhledem k rdznym soustavim rtzné
soufadnice

Délku napnutého provazku povazujeme za vzdalenost hiebikd, a to nas pfi-
vadi k definici nejen vzdalenosti boddi v prostoru, ale i velikosti Sipek, resp.
vektord, které tyto body urcuji. Oznacime-li ve 3D prostoru se zavedenym sou-
fadnicovym systémem S soutadnice vektoru o' jako (v, vy, v.)g, bude délka nebo

téZ velikost tohoto vektoru
_ def
|9]] := \/vz +vg + 02 (8)

SPythagorova véta je jednou z nejhlubsich vét eukleidovské geometrie, je v podstaté ekvi-
valentni 5. Eukleidovu axiomu.
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Pokud pozveme dva pozorovatele, aby si nezavisle a libovolné zavedli na oné
bilé desce své kartézské systémy” (S a S') a situaci proméiili, mtzeme z jejich
udaju ziskat nacrtky napt. jako na obr. 6. Snad je z ndhledu patrné, Ze jediné,
co ma v této souvislosti geometricky (¢i, chcete-li, bezsouradnicovy) vyznam,
je vzdalenost hiebiki. Ve ostatni (napf. poloha, hly ¢i orientace) zévisi na
specifické volbé souradnicovych systémut. Konzistence idaji obou pozorovatelt
tak vyzaduje platnost

VAR LA = /(AT + (Ay ). (9)

Tato iivaha nés privadi k zavéru, ze stejné jako vzdalenosti bodl nezavisi na
volbé souradnic téchto bodt, tak se neméni ani velikosti vektori pfi prechodu
z jednoho souradnicového systému do druhého. Pro velikost jednoho vektoru ¢
popsaného v S soutadnicemi (v.,v,,v.)g a v S’ soutadnicemi (v;, vy, v})g, tak
pozadujeme platnost

Rtz eez = SR+ @2+ @) e dlg = 7ls.  (10)

VA

<V

Obr. 7: Pfi troSe snahy lze z naméfenych udaju vydedukovat, Ze vzajemna poloha
c¢arkované a necarkované soustavy souradnic z obr. 6 musi vypadat takto

2.8 SKALARNI SOUCIN VEKTORU

Jako extrémné uziteény nastroj na extrahovani informaci o vektorech a jejich
soutadnicich se ukazuje procedura, kterd dvéma vektorim pfitazuje éislo (skalér)
tak, Ze

7 Abychom mohli mluvit o kartézskjch systémech soufadnic vektorti, méli bychom mit nej-
prve definovany velikosti vektora a thly mezi vektory. Na tomto misté se ale do toho v ramci
plynulosti vykladu nebudeme poustét a, s trochou studu v srdci, vas odkazu na intuici. Véci
by se mély poné€kud projasnit po zavedeni skaldrniho soucinu.
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a) je linedrni (chceme, aby fungovala standardni pravidla s¢itani a rozndso-
bovani mezi ¢isly a vektory);

b) dvéma stejnym vektorim pfifazuje druhou mocninu jejich velikosti.

Takovato procedura — dva vektory dohromady poskytuji realné ¢islo — se obvykle
ve Skole zna¢i vyrazem 07 - ¥ = ¢ (kde ¢ € R) a nazyva se skaldrni soucin. VySe
uvedené podminky lze pak zapsat takto:

a) W- (a U1 + bba) = alf - U7 + bl - Ua;
b) 7.7 = ||v]|* = v

Navic se u eukleidovskych vektorti predpokladéa, ze jejich skalarni soucin je ko-
mutativni, tj. Ze Uy - Vs = Uy - U7.

Z analytické geometrie je zndmo, ze geometricky (na soufadnicich nezavisly)
vyznam skaldrniho soudinu je Uy - vp = ||t1]|||T2| cosa, kde « je thel, ktery
vektory sviraji. Protoze ale geometrie casoprostoru, ke které mirime, neni v né-
kterych ohledech tak nazorna jako geometrie eukleidovska, ukazeme si na tomto
misté souradnicovy postup nalezeni vysledku skalarniho nasobeni dvou vektort.
Vyhodou tohoto postupu je, ze je snadno pfenositelny i do specidlni relativity.

V nésledujicim se pro jednoduchost budeme pohybovat pouze po 2D euklei-
dovském prostoru, tj. v roviné. Z oddili 2.6 a 2.7 jiz vime, Ze velikost vektoru
¥ l1ze z jeho soufadnic v kartézské soufadnicové bazi b = (iU, d,) vypocitat

s pomoci formule
19 = /v + vj

a také vime, Ze je toto Cislo na soufadnicich nezavislé. To ovSem znamena, Ze
i skalarni soucin vektoru se sebou samym, t;j.

a2 2 2 2

|7 = 0" = v + v, (11)

je veli¢ina nezavislad na zméné baze. Pro kazdy vektor v tedy musi byt

2 2 _ 2 2

vy Uy = U+ Uy, (12)
kde ziejmé (v, v, ) jsou souradnice vektoru @ v n&jaké jiné bazi b’ = (@, i,).8
Pokud je ale skalarni soucin dvou stejnych vektorid nezavisly na volbé sou-
fadnicové baze, musi byt na zméné baze nezavisly i skalarni souc¢in dvou riznych

vektoru. Je-li totiz ¢ = a + 5, bude

¢-é=(a+b)-(@+h). (13)

8Mimochodem, rovnost 12 bychom mohli zapsat také jako (¥ - ﬁ)b =(v- v)b,.
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Protoze leva strana této rovnice dle vyse uvedeného je invariantni vic¢i zméné
béaze, musi byt i prava. Ale pravou lze diky linearnim vlastnostem skalarniho
sou¢inu (a jeho komutativnosti) rozepsat na

-, -, —

(@+b)- (@+b)=a-a+b-b+2a-b, takie =a’+b>+2i-b. (14)

Protoze jak @-@ = a?, tak b-b = b? na volbé béze nezavisi, nemtize na ni zaviset
ani @ - b.
Skalarni soucin je tedy operace, jejiz vysledek je invariantni viaci zméné sou-

fadnicové baze, tj. } }
(a'b)b B (5'(’)@'

Nyni se podivejme na to, jak 1ze ze znalosti soufadnic vektorti v néjaké bazi
vypocitat i jejich skalarni soudin. Vezmeme-li opét ¢ = d + b, tj. (cz,cy) = (az +
+ by, ay + by), musi byt

c-é=c+ 012/

a ovSem také B .
(@+0) (@+0) = (az +b2)* + (ay +by)°.
Po roznésobeni a prerovnani na

(aZ + a2) + (b2 + b2) + 2(azbs + ayby)

Ize po srovnani s vyrazem 14 vidét, ze skalarnimu soucinu dvou riaznych vektora
odpovida v soufadnicich vyraz

@-b=azby + ayby. (15)
Vzhledem k nezavislosti skalarniho soucinu na volbé baze, musi byt
azby + ayby = azrby + Gy by (16)

Ve 3D eukleidovském prostoru bychom zcela analogickym postupem pro vy-
jadfeni skaldrniho sou¢inu dvou vektori s pomoci souradnic ziskali vyraz

@-b=azb, + ayb, + a.b., (17)
také samoziejmé nezavisly na volbé baze.

2.9 SKALARNI SOUCIN A EXTRAKCE SOURADNIC

Jednotkové vektory i, iy, %, mifici ve smérech jednotlivych os kartézské 3D
mfize maji v bazi b, kterou samy tvori, soutradnice

(ﬁz)b = (1a070)a (ﬁy)b = (07 1a0)7 (ﬂz)b = (anv 1)

Skalarni sou¢iny mezi jednotlivymi prvky baze lze vyjadiit ve formé tabulky:
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la. 7,
Uy, 1 0 0
i, | 0 1 0
i, 0 0 1

Jednotlivé polozky v této tabulce mtizeme pritom ziskat aplikaci vyse uvedeného
vyjadieni skalarniho soucinu s pomoci soutradnic 17.

Soufadnice néjakého vektoru v dané bazi souvisi s jednotkovymi vektory
nésledujicim zpisobem (pro skalarni souciny jednotkovych vektort sledujte ta-
bulku):

<y

= Uglly + Uyl + v, U, / - Uy,
V- Uy = Vplly - Uy + Vylly - Uy + VU - Uy,

U Uy = Vg-

Uvedena procedura diky symetrii ivah samoziejmé plati i pro dalsi souradnice.
Obecné lze soutadnice vektoru ¢ v bazi dané usporadanou trojici jednotkovych
vektoril (uy, iy, U,) ziskat takto:

—

(17)b = (Uzvvyavz) = (17 ﬂmﬁ uyvg' ﬁz) =v- (ﬁzvﬂyvﬂz)

2.10 SKALARN{ SOUCIN A JINA BAZE

Skalarni soucin také umoziuje elegantni nalezeni transformacnich rovnic pro pte-
vod souradnic vektoru z jedné baze do druhé. Nejprve se podivejme na prevodni
vztahy mezi samotnymi bazemi.

Uvedli jsme si, ze v néjaké bazi b = (@, 4,) lze vyjadiit kaZdy vektor roviny,
tedy i vektory jiné baze b’ = (U, u,/). Mizeme tak psat

Uy = AggUz + Qzyly,

Uy = Qyglly + Gyylly, (18)
kde ¢isla azq, Gay, Gya @ ayy tvoli soufadnice vektort baze b’ v bazi b. Informace
o téchto koeficientech opét vyextrahujeme s pomoci skaldrniho nasobeni jako
v pfedchozim bodé. Z nasobeni obou rovnic vektorem i, tj.

Uy = Upaly + Azylly /Uy,
Uy = Ayzlyz + Qyylly / - iz,
ziskdme
App = Uy - Uy a Qyz = Uy * Ug.

A zcela analogicky nasobenim obou rovnic vektorem i, plyne

Qpy = Uy - Uy a Qyy = Uy - Uy.

9Takze napiiklad plati (ﬁz/)b = (azz, Gzy)-
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Dosazené mizeme prehledné zobrazit do tabulky:

| @ d,
Ug! Ary  Agy
Uy || Gyz  Ayy

Znalost koeficientll azq, Gy, Gys a Gyy zcela postacuje k opacnému odvozeni
soufadnic vektort baze b v bazi b’, takze neni zapotrebi novych informaci. Pokud
bychom totiz misto vyrazi 18 zapsali obracené

—

Uy = bypally + bzyﬁy’a

ﬁy = byrﬂx/ + byyﬁy’v (19)

lze nasobenim téchto rovnic postupné vektory i, a u, zjistit, ze koeficienty
bra, bay, byz & byy souvisi s koeficienty azz, Gry, Gys & ayy vztahem

bya byy Ozy Qyy
Rovnice 19 lze tedy prepsat na
Uy = ama'x/ + ayx’[jy/7
Uy = Qgyly + Qyyly . (20)

2.11 SKALARNI SOUCIN A TRANSFORMACN{ ROVNICE

Nyni si ukazeme, Ze znalost koeficientii a;z, Gy, ays & ayy — soufadnic vektort
jedné kartézské baze v druhé — je dostatecna i pro prevod souradnic jakéhokoliv
vektoru ¥ v bazi b na jeho souradnice v bazi b’.
Oznacime-li soufadnice ¥ v bazi b jako (v, v,) a jako (vyr, v, ) soufadnice ¢
s Yy » Yy
v bézi b’, 1ze psat (viz rovnice 6):
Vglly + Vylly = U = Uy Uy + Uy Uy (21)
Diky 20 ale musi rovnéz platit
T = 03(Apalar + Qyatiy) + Vy(Agyliy + ayyliy ) =

= (VpQzz + Vylay) Uz + (VeQye + Vyayy )Ty

Srovname-li toto vyjadfeni s vyjadfenim 21, ziskdme mezi soufadnicemi vektoru
¥ v obou bazich pfevodni vztahy

Vg = QpapVUz + GgyUy,

Uy = QygpUsz + GyyUy. (22)
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Jen malou obménou vyse uvedeného postupu (a nebo prostym prevyjadienim)
lze ziskat i opa¢né prevodni vztahy:

Vg = QzgUg’ T QyzUy,

Uy = QgyUg/ + QyyVyr. (23)

Suma sumdrum, jednozna¢nym zadanim vztahu jednotkovych vektort ruznych
bézi, tj. zadanim matice koeficientl a.,,, jsou urcéeny transformacni vztahy i mezi
souradnicemi vektori v téchto bazich.

Celé uvedené schéma funguje v naprosté analogii v t¥irozmérném eukleidov-
ském prostoru.'® P¥i hledani vyjadfeni soufadnic néjakého vektoru ¥ v bézi
b’ = (U, Uy, U.) do soufadnic toho samého vektoru v bazi b = (i, @y, U,)
bychom nakonec prisli k rovnicim

Vg = QpapVUz + QzyUy + Qg2Vz,
Uy = QyzpUz + QyyUy + QysUs, (24)
VUt = QzgUg + QpyUy + Q0.

Konkrétnim piikladem takovych transformac¢nich rovnic jsou rovnice

Ugr = Vg COS ¢ + Uy Sin @y,

Uy = —VUz SN + vy Cos

Uyt = Uy,

které prevadéji souradnice vektoru ¢ vyjadiené v jednom systému soufradnic
(jedné bazi) na souradnice stejného vektoru vyjadiené v systému soutradnic, ktery
je viéi prvnimu systému pootoceny o thel o kolem osy z (pootocend baze) — viz
obr. 8.

Nyni jsme pfipraveni na pochopeni einsteinovské relativity ne jako teorie
o rychle se pohybujicich vlacich a ménicich se hmotnostech, ale jako geometrie
casoprostoru.

3  VEKTORY V CASOPROSTOROVE GEOMETRII

Nez se vrhneme na studium geometrie ¢tyfrozmérného ¢asoprostoru, pro zmir-
néni obav se podivejte na Einsteintiv vyrok:!!

10V podstaté stejnym postupem lze konzistentné vybudovat i geometrii v n > 4-rozmérnych
zobecnénich téchto eukleidovskych prostorii. Dokonce lze uvazovat i neeukleidovské (tzv. zak¥i-
vené) prostory, kde ono ,schéma“ funguje ne o moc jinak. Zakfiveni se projevi napiiklad tak,
ze uz se nelze spolehnout na Pythagorovu vétu. Takové prostory nejsou jen néjakou hiickou
superabstraktné myslicich matematikt, jak by se mohlo zdat, ale tvori dilezitou soucast vSech
modernich popist gravitace (v Cele s Einsteinovou obecnou teorii relativity).

11Vig [1], str. 121 — vem zajemciim o teorii relativity doporucuji tuto knihu z pera samotného
tvirce alespon prolistovat.
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YA

Obr. 8: Pootocené souradnicové osy a prislusné soufadnice vektoru o

Mysticka hriza uchvati nematematika, kdyz slysi o ,,¢tyFdimensnim*,
pocit ne nepodobny onomu vyvolanému strasidlem na jevisti. A pfece
neni zadny vyrok banalnéjsi nez ten, ze tento nas svét jest ctyrdi-
mensni ¢asoprostorové kontinuum.

V souladu s citdtem mistra bychom méli povazovat za zfejmé, Ze se vSechny
déje ve vesmiru odehravaji v ¢ase a v prostoru. Zvolime-li si néjakou inercialni
vztaznou soustavu, mizeme kazdé drobné udalosti prifadit jednu ¢asovou sou-
fadnici a t¥i soufadnice polohy. Mluvime pak o soutadnicich bodu v ¢asoprostoru
vzhledem k danému inercidlnimu vztaznému systému a zapisujeme v analogii
s 3D prostorem jako uspofadanou ¢tvefici [t, z, y, z].

Diky vyskytu mezni rychlosti v dulezitych vyrazech jako je ¢asoprostorovy
interval a Lorenzovy pievadéci rovnice se Casto misto samostatného ¢asového
udaje t bere jako prvni soufadnice Casoprostorového bodu kombinace ct. Tim
se jednak sjednocuje popis Casoprostoru z hlediska jednotek méfeni ¢asovych
a prostorovych interval (oboji vychéazi naptiklad v metrech) a jednak je syme-
trictéjsi i skalovani os ¢asoprostorovych grafi. V takovych grafech je svétocara
Castice pohybujici se mezni rychlosti sklonéna vic¢i vSem osadm o 45°, pfitom tato
vlastnost je pak nezavisla na volbé jednotek.!?

127 hlediska invariance ¢asoprostorovych intervalii je udavani ¢asového tdaje v jingch jed-
notkdch nez udavéani prostorovych udaji naprosto nepfirozené. Predstavte si napfiklad, ze
méfime vzdalenosti na povrchu Zemé v metrech a vysku nad povrchem ve stopach. V jakych
jednotkach bychom pak ziskali vzdalenost dvou bodi, kdybychom pouzili standardni Az? +
+ Ay? 4+ Az2? Dokonce kdybychom své soufadnice pootoéili, ziskali bychom pro vzdalenost
jiny adaj! Ve vyssi fyzice se nejcastéji voli jednotky tak, aby ¢ = 1. Tim se zapisy vztahu
vyznamné zjednodusuji.
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V této souvislosti se Casto prohlasuje, Ze Cas je v teorii relativity ekvivalentni
prostorovym soufadnicim, a to vyvolava pocit, Ze Casova a prostorové souradnice
jsou v principu zaménitelné. Ze to nemtize byt pravda je vidét uz z vyrazu pro
Casoprostorovy interval (viz definice 3) — i kdyZ osy oznacime podobné:

c=xy, T=T1, Y=T2, 2 = T3,

bude
As? = Axd — (Az? + Ax3 + Az?).

Riznost znamének mezi ¢asovym a prostorovymi idaji ma velky vyznam, ktery
souvisi s tim, Ze na rozdil od prostorovych soufadnic, po ose ¢ nemuzeme jit
dozadu.

V naésledujicim si vybudujeme predstavu tzv. casoprostorovych vektora
v pfimé analogii s predchozimi body budovani eukleidovskych vektora.

MV

Obr. 9: K pfifazovani soufadnic v ¢asoprostorové miizi (inspirovano obr. v [15]
na str. 37). Hodiny musi byt néjakym zptisobem synchronizoviny (coz muze byt
netrividlni)
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3.1 SOURADNICE BODU V CASOPROSTORU

Podobné jako si mtizeme eukleidovskou rovinu predstavit ,slozenou“ z bodi, lze
si i Casoprostor predstavit slozeny ze souboru udalosti, resp. ¢asoprostorovych
bodii & téz svétobodii).!® Soutadnice [ct, z,y, 2] téchto svétobodti v 1+3D &aso-
prostoru (1 za ¢asovou dimenzi, 3 za prostorové) vZdy uréujeme vzhledem k néja-
kému vztaznému systému, kde je ,vztycena casoprostorova miiz“, tj. kde kazdé
kratkotrvajici lokalni udélosti (napiiklad bliknut{ LED-diody) mtZeme jedno-
znaéné piifadit ¢asovou a prostorové soufadnice (srovnejte s obr. 5). V ramci
specidlni teorie relativity uvazujeme vzdy inercidlni vztazné systémy. Vaci raz-
nym inercidlnim vztaznym systémim jsou soufadnice svétobodl obecné rtzna
¢isla (s jednotkami vzdélenosti).

Pokud se zajimame pouze o pohyby ¢astic po pfimce, k zadani soufadnic
kazdé udalosti v prislusném 141D casoprostoru nam staci pouze dvé cisla —
standardné [ct, z].

3.2 SVETOSIPKA, SVETOVEKTOR

Kazda usporddana dvojice svétobodu definuje ¢asoprostorovou Sipku, Fesp. své-
tosipku (viz obr. 10 vlevo), pfitom soufadnice této Sipky jsou dany rozdilem
soufadnic danych svétobodt. Méa-li prvni udalost v 1+1D ¢asoprostoru souiad-
nice [cta,z4] a druhd udélost soufadnice [ctp,zp], budou soufadnice takové
svétosSipky dany usporadanou dvojici

(ctp — cta,xp —xa) = (cAt, Ax).
V 143D casoprostoru by pak analogicky soufadnice svétosipky byly dany rozdily
(cAt, Az, Ay, Az).

X‘ X

. . [ / CA
B . . /
z . Az . /
! TR, /
|
ct, ct, ct

Obr. 10: Mnoha riznym ¢asoprostorovym Sipkdm natazenym mezi raznymi dvo—
jicemi svétobodu prislusi stejné rozdily jejich ¢asoprostorovych souradnic

137 logického hlediska je lepsi takovato omezena mista v Easoprostoru spis nazyvat ,svéto-
body“ nez ,udalosti“, protoze v ¢asoprostoru samoziejmé existuje daleko vice mist, ve kterych
se nic nedéje. Na druhou stranu je nutné slovu ,,udalost® pfiznat kratkost a vétsi pritazlivost. :-)
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Je ziejmé, Ze rozdily soufadnic nefixuji svétosipky jednozna¢né (viz obr. 10
vpravo) — v analogii s eukleidovskym prostorem tak pfichdzime k pojmu caso-
prostorového vektoru jako mnoziny vSech ¢asoprostorovych Sipek, jejichz rozdily
soutfadnic koncovych svétobodi maji stejné hodnoty.

V literatufe se nejc¢astéji tento typ vektoru nazyva ¢tyivektor (4-vektor), ale
to neni moc vhodné, protoZe to navozuje predstavu prfimého zobecnéni eukleidov-
skych vektorti do ¢tyfrozmérného prostoru (jeho kartézska béze bude obsahovat
¢tyTi navzajem kolmé jednotkové vektory). Jenze ¢asoprostorové vektory nemaji
v8echny vlastnosti eukleidovskych ¢tyfdimenzionalnich vektortd. Dle mého na-
zoru je lepsim kratkym ekvivalentem pojmu ¢asoprostorovy vektor vyraz sveto-
vektor, ktery budu nadéle pouzivat jako jeho synonymum.

Casoprostorové vektory v tomto textu poznidme diky symbolu + nad ozna-
¢enim prislusné veli¢iny, takze napriklad casoprostorové posunuti bude ozna-
Covat vyraz AT a ¢asoprostorovou rychlost vyraz v (viz dale).!* Soufadnice
néjakého casoprostorového vektoru (nejen svétosipky) w budeme znaéit obecné
(W, wg, Wy, W), piitom prvni soufadnice se obvykle nazyva ¢asové a zbylym se
tika prostorove.

3.3 SKLADANI SVETOVEKTORU

Abychom mohli s pomoci jednéch svétovektoru vytvaret jiné podobné, jako tomu
bylo u eukleidovskych vektorti, musime je umét séitat. Protoze jsme jiz na ptdé
fyziky a nikoli ¢isté matematiky, méli bychom mit neustéle na zfeteli alespon
vzdaleny kontakt s experimenty. Pfi zavadéni eukleidovskych vektorid byla tim
rozhodujicim voditkem pfedstava Sipky (orientovana ty¢ v prostoru) a jeji sou-
fadnice byly az odvozenym konceptem. Pfi studiu ¢asoprostorové geometrie to
je ale naopak — mame zkuSenost a jsme schopni mérit pouze soufadnice Caso-
prostorovych vektort (Gasové intervaly a vzdalenosti podél os), rizné v riznych
vztaznych systémech, a az z nich se snazime odvodit vlastnosti, které jsou na
nich nezavislé.

Definujme tedy bez ostychu nejprve scitani dvou svétosipek s pomoci sou-
fadnic. Oznaéime-li soufadnice svétovektoru w; jako (w1g, wig, w1y, w1,) a sou-
fadnice svétovektoru '17;2 obdobné (way, Wag, Way, W2 ), budou soufadnice vektoru

= — 7 . v ’ v e o e /.
w1 + wa, ktery vznikne slozenim/se¢tenim obou vektort, dany vyrazem
(w1t + wat, Wiz + Wag, Wiy + Way, W1, + W2z).

To, ze analogie se s¢itanim eukleidovskych vektort je velmi pfima, si mizeme

14Uchylil jsem se k takovémuto znadeni, protoZe se mi zd4 jako vhodna kombinace tradiéni
sipky, ktera znazornuje ,,obycejny“ vektor v 3D eukleidovském prostoru, a dalsi osy (Easové),
kterad je v Casoprostorové geometrii kolma na ty prostorové a pritom s nimi neni Gplné ekvi-
valentni. V odborné literatufe se prakticky vzdy pracuje pouze ve slozkové notaci, takze se
s oznacenim ¢asoprostorového vektoru skoro nikdo nepére. ;-)
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A

3

u

2

|
ct ct, ct, ct

Obr. 11: Casoprostorové posunuti a 7 udalosti U; do udélosti Uy a nésledné

posunuti p z udalosti Uy do Uz m4 stejny vysledek jako posunuti r pfimo z Uy
do Us — viz analogie s obr. 2

ilustrovat na pfikladu t¥i udalosti v 141D ¢asoprostoru, které jsou spojeny tfemi
Casoprostorovymi Sipkami (viz obr. 11).
Kdyz totiz spojime tfi udalosti U;, Uy a Us v Casoprostoru sveétosipkami,

7’ 7’ = v .
ziskame pro a = U,U, soufadnice

(C(t2 —t1), @2 — T1,Y2 — Y1, 22 — 2’1)7

= .
pro b= UsUj3 soutfadnice

(C(t3 —t2), 23 — T2, Y3 — Y2, 23 — Zz)

— e . .
a pro c¢= U;Us soufadnice

(C(t3 —11), 03 — T1,Y3 — Y1, 23 — 21)7
pro které ale stejné jako u eukleidovskych vektoru plati
(C(t3 —t1),T3 — T1,Y3 — Y1,23 — Z1> = (C(t2 —t1),T2 — T1,Y2 — Y1, 22 — 2’1) +
Jr(C(t:’, —t2), 23 — T2,Y3 — Y2, 23 — 22)~

3.4 PRODLUZOVANI A KRACENI SVETOVEKTORU

S nasobenim svétovektoru ¢islem ¢i néjakou skalarni fyzikalni veli¢inou je to
podobné. Pokud k bude ¢islo (napf. —1) nebo obecnéji konstanta nezavisla na



38 Jiri Kralik

vztazné soustavé (napf. hmotnost, mezni rychlost ¢ nebo ¢asoprostorovy inter-
val), miZzeme jim casoprostorovy vektor nasobit prosté tak, Ze jim nésobime
v8echny jeho soufadnice: Pfi standardnim oznaceni soufadnic svétovektoru E,
budou soufadnice svétovektoru s w dany usporadanou ¢tverici

(Kwe, KWy, KWy, KW;).

Podobné jako u eukleidovskych vektori — az zavedenim tohoto druhu néa-
sobeni muzeme ,vyrabét“ jiné svétovektory nez vektory casoprostorového po-
sunuti. V oddilu 4.1 si podrobnéji ukazeme, jak postupovat pfi zavadéni caso-
prostorové obdoby vektoru rychlosti ¢astice, ale jiz nyni vam prozradim, ze tato
definice vychézi z definice svétovektoru posunuti ¢astice AT béhem intervalu
Atg tzv. vlastniho ¢asu ¢astice (je z hlediska vSech inercidlnich systému stejny):

1 .~ Ar

<U>AtO:A—tO T—A—to.

3.5 LINEARNI KOMBINOVAN{ SVETOVEKTORU

Protoze se zatim souradnice svétovektort chovaji stejné pékné jako usporadané
Ctvefice redlnych cisel, je asi zfejmé, ze linedarni kombinace svétovektort bude
dalsi hladkou analogii k lineadrni kombinaci eukleidovskych vektort:

— — —
W = K1 W1 +K2 Was> (Wi, We, Wy, W) =
- ﬂl(wltv Wig, Wiy, wlz) + HZ(th; W2y, W2y, w22) -

(K1w1e + KoWa, K1W1p + KaWag, K1W1y + KaWay, K1W1z + KoW2z).

Tato ekvivalence samoziejmé plati pouze pii pevné zadané inercialni vztazné
soustave.

Stejné jako v piipadé eukleidovskych vektori ndm linedrni kombinovani
umoziuje z jednéch vektort vytvaret vektory jiné.

3.6 VYJADREN{ SVETOVEKTORU V DANE BAZI

Protoze hezké algebraické vlastnosti usporadanych Ctvefic jsou naprosto ana-
logické hezkym algebraickym vlastnostem usporadanych trojic, které jsou tak
oblibené pfi studiu eukleidovskych vektort, je snad patrné, ze vSechny uspora-
dané ¢tvetice redlnych éisel (a,b,c,d) lze ziskat linedrnim kombinovanim étyf,
tzv. bazovych, ¢tvetic: (1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0) a (0,0,0,1). Je totiz

(a,b,c,d) = a(1,0,0,0) + b(0,1,0,0) + (0,0, 1,0) + d(0,0,0,1).

Zavedme si nyni, zatim ¢isté formalné, bazové svétovektory, které budou mit
vuci n éjaké inercialni vztazné soustavé S vyse uvedené soufadnice:
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(0,1,0,0)g — casoprostorovy vektor analogicky jednotkovému vektoru ve

sméru osy x, 0zn. U,.

(0,0,1,0)g — casoprostorovy vektor analogicky jednotkovému vektoru ve

Sméru osy y, 0zZi. Uy.

(0,0,0,1)g — casoprostorovy vektor analogicky jednotkovému vektoru ve

—
smeéru osy z, ozn. U..

(1,0,0,0)g — casoprostorovy vektor v néjakém smyslu mifici ve sméru osy ¢,

ozn. Uyg.

Pokud se odehraje udalost v okamziku ¢ = 0 pfimo na ose x vzdaleném o x
od pocétku, ptifadime ji ¢asoprostorové souradnice [0, z, 0, 0] a vektor posunuti
z pocéatku [0, 0,0, 0]

— —

AT hodél osy = ¥ Uz
Obdobné pro udalosti pfimo na osach y a z je vektor posunuti z pocatku

—

AT bodél osyy— YUy @ AT bodél osyz— % U=z -

V casoprostorové geometrii jsme sice jesté nezavedli pojmy velikosti a kolmosti,
ale prirozené chceme, aby prostorova ¢ast souradnic fungovala stejné, nebo ale-
spoil velmi podobné jako v eukleidovském prostoru (srovnejte obr. 5 a 9). Ud4a-
losti, ktera se stane v poc¢atku nasi 14-3D mrize v okamziku ¢ po zvoleném startu
od¢itani Casu, tj. po okamziku t = 0, jsou pfifazeny soufadnice [t,0,0,0] a lze
zavést vektor posunuti z pocatku

A»—> —

" podél osyt— Ly

iv ,Casovém sméru“. Celkem muzeme predpokladat, ze libovolny vektor ¢aso-
Lnd . ’ ’ .

prostoru w lze vygenerovat s pomoci linedrni kombinace

— — — — —
W= Wt Uy +Wg Ug +Wy Uy +W, Uy, .

Koeficienty (w;,ws,wy,w,)q pak nazveme soufadnicemi vektoru w v béazi b =
= ( Uty Ugy Uy, Uy )

Pokud nas zajimaji pouze pohyby ¢éastic po pfimce, tj. zkoumame 1+1D
Casoprostor, vysta¢ime zatim s jednotkovymi svétovektory Uy a U, o soutad-
nicich (1,0) a (0,1). Opét predpokladame, Ze linedrnim kombinovanim téchto
svétovektort lze ziskat jakykoli jiny svétovektor z 1+1D casoprostoru.

Dosud jsme se zabyvali vlastnostmi, které maji casoprostorové vektory na-

prosto shodné s eukleidovskymi vektory ve 4D. Teprve az nasledujici oddily
ukézou na vyznamné rozdily.
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3.7 VZDALENOST SVETOBODU, VELIKOST SVETOVEKTORU

U eukleidovskych vektort jsme si uvedli, ze vSechny Sipky se stejnou velikosti
a stejnou orientaci vi¢i danym osam jsou reprezentaci jednoho vektoru. V euklei-
dovském prostoru jsme mohli mezi dvéma body natdhnout napriklad krejcovsky
metr a mezi dvé protinajici se primky dat thlomér. Ale jak bychom méli defi-
novat velikost ¢asoprostorového vektoru, kdyZz nam jsou pro méreni pristupné
pouze jeho soufadnice (které musime méfit jak metrem, tak hodinami)? Rovnéz
neni jasné, co bychom méli rozumét onou ,,stejnou orientaci vic¢i danym osam®,
kdyz v Casoprostoru zatim neméame definovany thly a ani Zzaddnou analogii kosi-
nové véty.

Zabyvejme se nejprve vzdalenosti dvou bodl v casoprostoru v analogii se
vzdalenosti hiebikii zatlucenych do eukleidovské desky. Ulohu hiebikt v ¢aso-
prostoru zaujimaji udalosti — predstavte si napfiklad, ze v rychliku jedoucim
rovnomérné po dokonale hladkych, pfimych kolejich blikne u strojviidce mala
LED-dioda (udalost Up ), coz zpiisobi nasledné bliknuti jiné LED-diody v po-
slednim vagénu (udalost Ug). Maji-li tyto udalosti ve vagénové soustavé po
fadé soufadnice [ctp,zp, YA, 2A] @ [ctR, TR, YR, 2], mohl by nas pro vypocet
Casoprostorové vzdalenosti Up od Ug jako prvni napadnout pfedpis

V/(ctg —cta)? + (vg — 7p)2 + (yg — ya)? + (25 — 24)? =
= V(cAD? + Aa? + A2 1 A2, (25)

ktery pripominéd zobecnéni Pythagorovy véty do Casoprostorovych soutradnic.
Problém s timto vyrazem je, Ze se pfi zméné jednoho inercidlniho vztazného
systému (vlaku) za druhou (koleje) zméni — neni tedy viéi této zméné invari-
antni (na rozdil od vzdalenosti hiebikii pfi zméné otoceni soustavy soutadnic ¢i
samotné roviny).

My ale jiz vime, Ze to, co se pii zméné jedné inercialni soustavy za druhou
neméni, neni vyraz 25, ale vyraz 3 definujici ¢asoprostorovy interval. Vzhledem
k tomu, Ze invariance tohoto intervalu je zcela univerzalnim poznatkem, mohli
bychom tuto kombinaci s trochou odvahy povazovat za ¢asoprostorovou definici
,vzdalenosti“ svétobodt, resp. za velikost ¢asoprostorového vektoru posunuti ze
svétobodu Up do svétobodu Up:

AT || = \/(CtB —ctp)” — ((eg —A)? + (g — yA)* + (25 — 2A)?)

= /(cAt)2 — (Az? + Ay? + Az?). (26)

Tato definice ndm zaruci neménnost velikosti vektoru viiéi rtiznym inercialnim
vztaZnym soustavam, protoze plati (viz oddil 1):

IAT ||g = AT ||g,
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. 7’ v — v . . v 7’

Velikost obecného svétovektoru w se soufadnicemi (wy, wg, wy, w,) v néjaké

kartézské soutadnicové ¢asoprostorové siti (viz dale) tedy budeme definovat vy-
razem

Ak def \/wt (w2 + w2 + w?)

a protoze predpokladame, ze tento svétovektor vznikl z vektoru ¢asoprostorového
posunuti ,tim spravnym zpusobem® (viz déle), bude platit rovnéz

lw s =1wls,- (27)

Nékoho muze trapit, ze timto zpisobem definované velikosti ¢asoprostoro-
vych vektortt mohou byt v nékterych pripadech nulové, ba dokonce i imaginarni
(ve smyslu komplexnich éisel, nikoli ,zijici jen v pfedstavich® :-)). Ukazuje se
ale, ie tato vlastnost kromé nezvyku niéemu nevadi a prosté vyjadfuje odliénost

vvvvvv

je nemeénnost velikosti svétovektort pfi zméné pozorovaciho systému.

3.8 SKALARNI SOUCIN SVETOVEKTORU
Protoze skalarni soucin dvou eukleidovskych vektoru je tak velmi uzite¢ny na-
stroj, pokusime se nyni definovat i jeho ¢asoprostorovou obdobu.

I nyni pozadujeme, aby operace pfifazovani éisla (veliiny) dvéma svétovek-
torim spliiovala hezké algebraickd pravidla uspofadanych n-tic (vytykéni kon-
stanty, distributivita, komutativita apod.) a zaroveil, abychom spojenim dvou
stejnych svétovektord ziskali druhou mocninu jejich velikosti. Skaldrni spojeni
dvou svétovektort budeme znacit symbolem ®, pozadujeme tedy platnost

b edef o 9 2 2y — 72

0o w e (w2 +o?) =W [ (28)
7 predchoziho oddilu pfitom plyne, Ze skaldrni soucin svétovektori se sebou
samymi je nezavisly na volbé inercialniho systému, ve kterém vyjadiujme jejich
soufadnice.'®

Je-li skaldrni nasobeni kazdého casoprostorového vektoru se sebou samym
invariantni vii¢i zméné inercidlniho systému, pak to musi platit i u vyrazu

? —

=a+p.

Diky linedarnim vlastnostem skalarniho soucinu plati
coc=((d+p)o(d+b) =
>coc=d0a+bob+2d0 b=

S leclP=lallP+lbolP+2a00b. (29)

©

15Takze bychom mohli psat (E © ';U))S = (E © E)S,.
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v , = 2 =2 . TR v . 212 ,
Protoze ale vyrazy || ¢ ||°,] a |[*i ]| & ||* jsou ve vSech inercialnich systémech
stejné, nesmi se pfi zméné jednoho systému za jiny zménit ani skalarni soucin

a ® b. Mizeme tak psat

730 ?) = (E’ ® ?) :
( S S

Abychom nasli vyjadieni skalarniho souc¢inu dvou svétovektort s pomoci je-
jich soufadnic, sta¢i si uvédomit, ze v rovnici 29 jsou soufadnice (uvazujme pro
jednoduchost pouze 1+1D prostor) ¢; = a¢ + by a ¢, = a; + b,, takZe mame
rovnost

(ar+be)% = (a0 +b,)? = (a7 —a2) + (B} — 1) +27 @ b .

./ v ’ ’ ’ Ve Lnd = ’ . Ve v . 7’ 7
A7 na vyjadreni skalarniho sou¢inu ¢ ® b zde mame jen Cisté algebraické vyrazy
s Cisly, pficemz upravou levé strany ziskavame

(as +b:)* — (ap + bz)? = a? + 2a:b; + b2 — (a2 + 2a,b, + b2)
= (a7 —ag) + (07 = b7) + 2(arby — azby).

Z uvedeného plyne, Ze skalarni soucin a e Z Ize v souradnicich zucastnénych
141D svétovektoru vyjadrit jako a:by — azb,.

Zobecnénim tohoto postupu na svétovektory v 143D casoprostoru lze na-
hlédnout, ze musi (v karézskych soutadnicich) platit

W o b= atby — (azby + ayby + ab.).

Disledkem vseho vyse uvedeného je, Ze kombinace souradnic svétovektori v kar-
tézské bazi ve tvaru skalarniho soucinu nezavisi na volbé inercidlniho vztazného
systému, tj.

aby — (agby + ayby + azb,) = apby — (agby + ay by + azbyr).

3.9 SKALARNI SOUGIN A EXTRAKCE CASOPROSTOROVYCH SOURADNIC
Vratme se nyni k bdzovym vektortium z oddilu 3.6. Jak uz bylo uvedeno (ackoli

nedokézano), kazdy svétovektor w lze zapsat ve tvaru linedrni kombinace Ctyt
jednotkovych, linedrné nezavislych vektort:

— — — — —
W= 1wy Uy +Wy Uy +Wy Uy +W, U, (30)

pfitom uspofadanou CEtverici (wi, ws, wy,w,) nazyvame souradnice svétovek-
— — —

toru — prvni casova a dalsi tfi prostorové — v bazi b = ( Ugy Ugy Uy, U, ),
ktera je vazana na dany inercidlni vztazny systém.
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Protoze bézové vektory maji v bazi, kterou samy tvofi, soufadnice (1, 0,0, 0),
(0,1,0,0), (0,0,1,0) a (0,0,0,1), lze snadno z informaci z pfedchoziho oddilu

sestavit nasledujici tabulku: 16
Ut © U’t: 1, U't © U;zf 0 'Et ®© Zy— 0 Zt ®© ZZ: 0,
Uy © U= 0, u ® uxf -1, u ® uny Uyr O U= 0,
ﬂyQ'ﬂt: 0, uy® ux: 0, u ® uy_ -1, ﬂyQ'ﬂzz 0,
U, O U=0, U, Upy=0, U,OuU,=0, U,O u,=—1.
Nebo o néco prehlednéji:
o |4 W %, %
wy || 1 0
u, | 0 -1 0 0
u, | 0 0 —1 0
w, |0 0 0 -1

Z uvedeného plyne, Ze soutadnice libovolného svétovektoru w mizeme diky
©-néasobeni vyrazu 30 jednotkovymi svétovektory vyjadiit takto (sledujte ana-
logii s eukleidovskymi vektory):

— — — — — — — —
Wy =U QOW, Wp=—UgOQOW, Wy=—UyOQwW, w,=—1uU,Qw. (31)

Napriklad tfeti rovnici ziskdme vynasobenim rovnice 30 zleva svétovektorem ﬂy,
tj.
Uy OW = wy Uy O Uy Wy Uy O Uy +wy Uy O Uy +w, Uy © U=
= Uy Ow=w; -0+ w, -0+ w, - (—1)+w, -0. (32)

Pravé skalarni sou¢in (resp. ®-soudin) mezi svétovektory umoziuje zavést po-
jem kartézské soustavy ¢i kartézské baze i v casoprostoru, kde je pojem velikosti
vektoru a pojem uhld mezi vektory ne pravé nazorny. Pro nase tcely postaci,

kdyz se zde zminim o tom, Ze svétovektor u nazyvame jednotkovy tehdy, kdyz
plati

| o || =+1

a dva vektory El a Wy nazveme na sebe kolmé, kdyz plati

— —
wy O wo= 0.

— =

V tomto smyslu je tedy baze b = (Zt, Ug, Uy, Zz), kterou jsme dosud pouzivali,
ortonormalni neboli kartézska.

16Takze napifklad wy ® uz= (0,0,1,0)® (0,1,0,0) =0-0—0-1—1-0—0-0 = 0 atd.
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3.10 SKALARNI SOUCIN SVETOVEKTORU A JINA BAZE

Podobné jako u eukleidovskych vektord, pfi zkoumani vztahid objektt v ¢aso-
prostoru se nemusime omezovat na jedinou bazi. Na tomto misté se proto po-
divame na vztah mezi riznymi ¢asoprostorovymi ortonormalnimi bazemi. Pro
jednoduchost se nejprve zaméfime na baze v 141D ¢asoprostoru.

Protoze v bazi b = (ﬂt,'ﬂ}) lze vyjadrit kazZdy svétovektor 1+1D caso-
prostoru, lze tak vyjadiit i svétovektory jiné baze b’ = (ﬂt:, 'ﬂﬂ) Predpokla-

dejme, Ze muzeme psat

— — —
Uy = Qg Ui +Cpg Ug,
— — —
Uy = Qgt Ut F0gz Ug, (33)

kde ¢&isla agy, Qia, Gzt @ agp tvoli soufadnice svétovektor baze b’ v bazi b. In-
formace o téchto koeficientech vyextrahujeme s pomoci ®-néasobeni jako v pred-

iy
chozim oddilu. Z nasobeni obou rovnic svétovektorem uy, tj.

— — — —
Uy = Qg Ut +0pg Ug /O uy,
— — — —
Uy = Qgt Ut F0zqp Uy /® Uy,
ziskdme
— — — —
Ggp =Up O Uy a Opt =Ugr O Uy .

. ’ ’ . — 7’
A zcela analogicky nasobenim obou rovnic vektorem u, mame

— — — — 17
Aty = — Up O Uy a Qe = — Ugpr O Uy .

Dosazené mizeme prehledné zobrazit do tabulky

— —
© H Uy U g
—
Uy atg  —Qig
—
U g Qrt  —Agx

A opét, zname-li koeficienty a,,, v této tabulce, nepotfebujeme nové infor-
mace k tomu, abychom nasil souradnice vektort béze b v bazi b’. Pokud bychom
totiz misto vyrazi 33 zapsali obracené

— — —

Uy = by Uy by Uy,

— — —

Uy = bxt Uy +bx£ Ugers (34)

17Takze napiiklad plati (Zt/) ) = (att,atz).
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7 z v . v v g g .o . v .
Ize nasobenim téchto rovnic postupné svétovektory wy a u,s zjistit, ze koefici-
enty bs, by, byt @ by, souvisi s koeficienty ase, Gte, Gyt & Ggp VZtahem

bt bix [ au Qg
b:ct bxm N Gtz Qxx '

Rovnice 34 lze tedy pfepsat na (vSimnéte si pofadi indexti oproti rovnicim 33)

— — —

Uy = Qg Uy +Agt Uy,

— — —

Uy = Qg U +0gg Uy - (35)

3.11 SKALARNI SOUCIN A TRANSFORMACNI ROVNICE

Nyni si ukdzeme, Ze znalost koeficientd as, aty, Gzt a @z — soufadnic svétovek-
tor jedné ortonormaélni baze v druhé — je dostatecna i pro prevod soufadnic
jakéhokoliv svétovektoru w v bazi b na jeho soufadnice v bazi b’. (Drzime se
stale v 141D ¢asoprostoru.)

’ . v . e 7’ . . . v .
Ozna¢ime-li soufadnice w v bazi b jako (w¢, w,) a jako (wy,w,) soufadnice
= I’ . z . 7 I o o v /7 L3 /.
w v bézi b’, diky definici bazovych vektori miizeme psat (srovnejte s vyrazem 6):

— — — — —
Wi Uy + Wy Up=W= Wy Up +Wy Uy . (36)
Diky platnosti 35 musi rovnéz platit
— — — — —
W = Wt |Gt Uy F0gt Uy | + Wy |Gty U FAzg Uy | =
— —
= (Wiap + Weatz) Wy +(WiGgt + Wrlyy) Uy

Srovname-li toto vyjadieni s vyjadienim 36, ziskdme mezi souradnicemi svéto-
—
vektoru w v obou bazich prevodni vztahy

Wy = QWi + Az Wy,
Wer = AgtWi + QppWsy. (37)
Jen malou obménou vyse uvedeného postupu (a nebo prostym pievyjadie-
nim) lze ziskat i opa¢né prevodni vztahy:
Wy = AWy + Qg Wy,
Wy = QtzWy + QgzWy. (38)
Vidime tedy, ze jednozna¢nym zadanim vztahu jednotkovych svétovektori

dvou ortonormalnich bazi, tj. zadanim matice koeficientd @, jsou uréeny trans-
formac¢ni vztahy i mezi soufadnicemi svétovektoru v téchto béazich.
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Samoziejmé, pokud bychom uvazovali v ramci 143D ¢asoprostoru, museli
bychom vySe nastinéné schéma prechodu mezi bazemi rozsirit o dalsi dvé slozky.
Pro pfevod mezi bazovymi svétovektory bychom tak méli

— — — — —
Uy = Qg Ut FApg Ug +Ary Uy +0py Uy,
— — — — —
Uy = Qg Ui F0pg Uy TAzy Uy F0gz Uz,
— — — — —
Uy = Ayt Ut FAyzp Ug F0yy Uy F0y, Uy,
— — — —
Uy = Azt Ut F0zp Uy +0zy Uy 0z Uy,

kde prevodni koeficienty a,,, souvisi se skaldrnimi souciny jednotkovych ¢lent
obou béazi takto:

— — — —
H Uy U g Uy U,
=
U ¢ Qg —Qtg  —Qty  —Giz
—
U g Agt —AQgg —Qgy —Agz
—
Uy || Gyt —Oyz  —Oyy 0y
—
U 51 Gzt —OQzg —0Qzy —Qzz

Pro prevod mezi soufadnicemi ¢asoprostorovych vektorti v obou béazich by-
chom nakonec ziskali vztahy

Wy = AWt + Gtz Wy + QryWy + Gt Wy,

Wy = AptWt + QpapWy + QgyWy + AW, (39)
Wy = GytW + QypWg + QyyWy + Ay Wy,

Wyt = QWi + QpgWy + G2y Wy +a,w,.

Celé uvedené schéma tedy stoji a pada s koeficienty piechodu a,,,. Zatimco
v eukleidovské geometrii 1ze relativné jednoduse najit jejich nadzorny vyznam,'®
u svétovektorl je nutné transformacni koeficienty hledat o néco slozitéjsimi tva-
hami.

Nez se do toho pustime, povazuji za nutné zduraznit, ze ackoli jsou sou-
fadnice néjakého svétovektoru v rtznych bazich obecné rtzné, z geometrického
hlediska to jsou pouze ,priméty“ tohoto vektoru do ,,smért“ urcéenych jednotko-
vymi vektory tvofici baze. Jinymi slovy, Casoprostorové vektory pfi zméné baze
neméni ani svou velikost, ani sviij smér (neméni se skaldrni souiny s ostatnimi
svétovektory), takze kazdy spravné konstruovany ¢asoprostorovy vektor mtizeme
povazovat za svého druhu geometricky objekt, tj. objekt v principu nezavisly na
soufadnicich.

8Protoze zde plati amn = cos[amn], kde amn je thel mezi m-tym &lenem ortonormalni
béaze b’ a n-tym ¢lenem ortonormalni baze b
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Protoze pozorovatelim, ktefi se pohybuji ¢asoprostorem, prislusi obecné jiné
béaze, budou si kazdy svétovektor rozdélovat na rtzné souradnice. Nicméné to,
co tvofi ,kostru“ casoprostoru jsou na soutradnicich nezavislé svétovektory, ni-
koli jejich méfeni pFistupné, ale na vztazném systému (bézi) zavislé soufadnice.
7 toho pfimo plyne, Ze ruzni inercidlni pozorovatelé sice mezi dvéma stejnymi
udélostmi naméri rizné Casové intervaly a rizné vzdalenosti, ale ve vySeuvede-
ném smyslu vnimayji stle stejny casoprostor. Tento poznatek je v teorii relativity
jednim z nejhlubsich.

Ruzni pozorovatelé vnimaji stejny ¢asoprostor, jen si ho rozdéluji
na cas a prostor ruzngymi zpusoby.

4 HLEDANI CASOPROSTOROVYCH KOEFICIENTU PRECHODU

4.1 CASOPROSTOROVA RYCHLOST

Jak ndm novy casoprostorovy piistup zméni ndhled na rychlost? Nase stara
zndmd ¢ = di/dt evidentné nem4 ten spravny ¢asoprostorovy charakter. Vznika
tedy otazka, jak bychom méli rychlost definovat jako 14+3D-vektor? Abychom
nepokazili ony dobré, tak téZce vydiené vlastnosti svétovektort, nemtzeme rych-
lost v ¢asoprostoru definovat vztahem

i AT
AtSo AL
ktery nas napadne asi jako prvni. Pro¢? Protoze At neni nezavislé na zvolené
vztazné soustavé, tj. neni to ¢asoprostorovy invariant (skaldr), takze vysledkem
nasobeni svétovektoru neskalarem by jiz nebyl svétovektor.
Po trose uvazovani se zda, ze jedinou rozumnou volbou je starat se o zménu

svétovektoru ¢asoprostorového posunuti ¢astice béhem kratkého intervalu vlast-
niho Gasu (viz obr. 12), ktery je vSem vztaZnym systémim spoleény, tj.

et dr (40)

Obr. 12: Ve 2D prostoru v souradnicové soustavé s osami x a y mé rychlost

souradnice (?i—:t”, %)' V 1+1D prostoru ma ve vztazné soustavé s osami ct a x
v . v v . cdt dx
svétovektor rychlosti (svétorychlost) soufadnice (%, d—to)
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Pokud jiz vite co je to ,vlastni Cas ¢astice* a Ze pro tento Cas plati

Ato = At/y = Aty /1 — (%)2 (41)

kde bylo zavedeno uziteéné oznaceni v = 1/4/1 — (%)2, miizete pokracovat bez
preruseni dale, ostatni si radéji proététe vysvétlovaci pozndmku'®. Z definice
svétorychlosti 40 pro jeji soufadnice v néjaké bazi plyne (éasovy interval At

pokladdme za velmi maly)

(At Az, Ay, Az) At Az Ay Az\
(’Ut,’l)z,’l}y,’l)z)— At/’}/ ﬂ)/(CKtaEaEvA_t) *V(vaxavyvvz)'
(42)
Casoprostorovou rychlost tedy miizeme s pomoci svétovektorti ortonormalni baze
vyjadrit jako
V= ~ye Uy +yUg U, +7vy Tiy +yv, U, . (43)

7 tohoto vyrazu je zfejmé, ze pohybuje-li se ¢astice ve 3D prostoru pouze ve
sméru osy x, bude jeji svétorychlost v 141D prostoru dana vyrazem

V= ~ye Uy +yU, U, (44)

Dale je vidét, ze pokud bude ¢astice v klidu, pak jeji ¢asoprostorova rychlost
bude mifit jen v ,Casovém sméru“. V takovém pripadé je totiz v = 1 a zaroven
Vg = vy = v, = 0 a plati

—  —klid

v=cu, . (45)
Tato rovnice je dilezitym vysledkem, ktery v nasledujicim oddilu vyuzijeme.
Rik4, ze v klidovém vztainém systému cdstice je Gasoprostorovy vektor rychlosti
dan c-nasobkem jeho ¢asového jednotkového svétovektoru.

19Vlastni ¢as Gastice je doba, kterou Gastice mé¥i ve své vztazné soustavé na svych ho-
dinkach. :-) Casoprostorovy interval mezi dvéma blizkymi udélostmi, které se odehravaji na
stejném misté je Asg = /cQAtg = cAtp. V jiné soustavé, ktera se vici ¢astici pohybuje stan-
dardné definovanou (3D) rychlosti v se soufadnicemi (Az/At, Ay/At, Az/At) vSak jiz tyto
udalosti obecné soumistné nejsou, ale ¢asoprostorovy interval musi mit stejnou hodnotu. Je
tedy

1 Az? + Ay? + Az?
Aty = \/AL — (Az? + A2 + Az?) = Aty = —At\/c2 - %
c
2 2 2

vz + vy +vg

= At4/1— — =
s tim padem ziskdme i vztah 41. Protoze je Atg = Asg/c, je Atg nezavislé na volbé inercialniho

systému.
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Tak jako velikost vSech svétovektoru, i velikost ¢asoprostorové rychlosti se
z jejich slozek pocita s pomoci vztahu 27:

|0 1= \fv? — (02 + 02 +02).

Nebo mtzeme vyjit, jak se to déla Castéji, z jeji druhé mocniny a pouzit skalarni
soucin:
2

— — ]-
VU= —T0) = [ ——] (=) =¢% (46)

1—(v/e)?

Ziskany vysledek fika, Ze prestoze se priiméty svétorychlosti ¢astic se zménou po-
zorovaci baze obecné méni, nejenze jsou i jejich velikosti na volbé baze nezavislé
(jak to ma u kazdého spravného svétovektoru byt), ale dokonce pro kazdou ¢as-
tici mé jejich svétorychlost stejnou velikost i pti jakémkoli jejim pohybu. Mtzeme
to interpretovat tak, ze kazda Castice se Casoprostorem pohybuje svétorychlosti
o stejné velikosti — velikosti rovné mezni rychlosti ¢ — pfestoze rizni pozorovatelé
naméii jeji rizné ¢asové a rizné prostorové (7) slozky.

4.2 LORENTZOVA TRANSFORMACE

Po predchozim pfipravném oddilu se nyni kone¢né vrhnéme na nalezeni prevod-
nich koeficientd v transformacnich vztazich 39. Z predchoziho jiz vime, Ze staci
nalézt vztahy mezi svétovektory jednotlivych bazi.

Uvazujme pro jednoduchost standardni nastaveni prostorovych os dvou iner-
cidlnich systémt, jak je vyobrazeno na obr. 13 — oba pozorovatelé se tedy shod-
nou na smérech a orientacich svych prostorovych os a zaroven se ¢arkovany
pozorovatel pohybuje vic¢i neCarkovanému s neménnou 3D rychlosti o velikosti
vy, v kladném sméru osy x (a samoziejmé naopak nec¢arkovany se pohybuje viici
¢arkovanému s neménnou rychlosti o velikosti v,, v zdporném sméru osy ).

y

Obr. 13: Postaveni souradnicovych systému i s jednotkovymi vektory v jednot-
livych osach
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Protoze lze predpokladat, Ze rovnobézné promitani neni v casoprostorové
geometrii naruseno, miZeme pro bazové svétovektory ve smérech os y a z rovnou

e — — — — 7 . 7. /. . . 7’ 7
psét u, =u, a u,=u,?° azabyvat se jen vzajemnymi transformacemi bazovych
— — — — . —
svétovektori u¢, U, a Uy, U, . Svétovektor v, tedy mize, podobné jako uy,

zahrnovat linearni kombinaci jak 'ﬂx, tak i u;. Obecnéd tedy je
ZI/: A zt +B 'Ea:;

kde A a B jsou zatim neznamé koeficienty, které musime urcit. Tyto koeficienty
lze najit ze vztaht, které musi spliiovat vSechny Casoprostorové ortonormalni
vektory, tedy i ty z ¢arkované inercidlni vztazné soustavy — vztahy analogické
tém uvedenym v tabulce ®-nasobeni na str. 43. Musi tedy napiiklad byt

Uy © U= 0. (47)

Protoze ¢arkovana soustava je pfirozené sama vuci sobé v klidu, 1ze pro vyjad-
feni jejiho ¢asového vektoru pouzit rovnici 45, ktera jej svazuje s Casoprostorovou
rychlosti. Zkombinujeme-li tuto rovnici s rovnici 44, ziskame

—klid — — — —
CU, = CUP=V=7C Ut +YVy Uy,
a tedy
— 1~ 1 — — — Vy — o — —
Up = - V= P VC Up +YVy Uy ) =77 Uy JF’Y? Ug=y Uy +70 Uy,

kde byl jako [ oznafen pomér v, /c, jak je pomérné bézné.
Dosadime-li uvedené do 47, mame

(v +98u) © (A +B i, ) =74 — BB =0
a mezi koeficienty A a B tedy bude platit vztah
A= [(B.
Dalsi vazbu A a B muZzeme najit diky vztahu
Upr © Ugr= —1.
Opét pfimym dosazenim ziskame

(AZ} +B T[x> ® (Aﬂ’t +B E’x) — A2 _ B2 — 1.

—
20Lze to dokézat i formalné. Uvédomime-li si naptiklad, %e u,, nemé slozky ani ve sméru

Y
. . i . — — i Lo —
osy « ani ve sméru z a musi spliiovat u; © U yyr = 0 a zaroven Uy O Uyr= —1.
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Takze plati

A?=DB?>-1=p3*B*=B?>-1=1=B*1-7).
Konec¢nym fesenim je

1
A =Py a B=——=1,

V132
a tedy
E’x,: v03 E’t +v E’x . (48)

Nyni jiz vidime, ze vztahy mezi ortonormalnimi bazovymi svétovektory v rtiz-
nych vztaznych standardné nastavenych systémech dohromady jsou:

s/

ut =7 Uy +76 U g,

—/ — —

Uy = 75 Ut +y Ug, (49)
—/ —

Uy = Uy,

[ —

U, = Uy .

Tabulka hledanych koeficientd @y, je timto znadma.

Transformaéni vztahy mezi samotnymi soufadnicemi ¢asoprostorovych vek-
torl z jedné inercidlni vztazné soustavy do druhé, kterd se vici ni pohybuje
konstantni rychlosti v,, = B¢ ve sméru osy  nakonec budou (viz 39):

a, = yar — vBa,

a, = —yPar +ya, (50)
Uy = ay,
a, = a,.

To jsou vyhlasené Lorentzovy transformace, které se v ivodnich kurzech vyja-
druji ve specidlnim ptipadé po dosazeni souradnic bodu v ¢asoprostoru, tj. svéto-
bodu. Pfedpokladame-li, Ze se pozorovatelé shodnou na ¢asoprostorové udalosti
oznacujici spoleény pocatek jejich inercidlnich vztaznych soustav, dostaneme ze
vztaht 50 po drobné tpravé krasné symetrické vztahy

ct’ = y(ct — Bx),
' = y(x — Bet), (51)

Yy =y,

/
zZ = Z.
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Jiri Kralik

Zjisténim Lorentzovych transformaci samoziejmé analyza ¢asoprostorové fy-

ziky nekonci, ale teprve zacina. Velkou, nedotknutou oblasti jsou vztahy mezi
hybnosti a energii, které jsou pfi vySe uvedeném pristupu zvlast nazorné. To by
ale bylo na dalsi pfispévek. :-)
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POJDME SI HRAT S PROGRAMOVANIM
Jan Krejc¢i, Pavlina Matysova

UvoDp

Na workshopu se déti naucily a vyzkousely, jak se pouzivaji rtizné druhy robott.
Mladsi skupina déti pouzivala tzv. bee-boty a blue-boty (vCelky), které jezdily
po vyukovych deskich. Déti naprogramovaly robotickou véelku tak, aby splnila
zadany ukol. Déale si déti vyzkousely ovladani robott Lego Mindstorms pomoci
tabletti ¢i pomoci aplikace EV3 Programmer, kterou vyuzivaly i nejstarsi déti.
Skupina nejstarsich déti dale programovala pomoci aplikace jBlock didaktické
desky mechatronickych komponent, které jsou oznaceny jako Basic Lab Set.

BEE-BOT A BLUE-BOT

Programovatelna roboticka vcelka Bee-bot je digitalni interaktivni pomiicka na
rozvoj logického mysleni, prostorové predstavivosti, planovani a predmatematic-
kych dovednosti. U déti nizsich ro¢nikd zédkladnich skol je to vhodny nastroj pro
vyuku zakladt programovéani, informatiky a matematiky.

Obr. 1: Bee-bot, Blue-bot

Tato didaktickd pomuticka ma mnohostranné vyuziti. Pfi pouziti riznych pod-
lozek ¢i obrazkl se mizete s détmi vénovat riznym aktivitdm (napf. poznévani
barev, zvifat, ro¢nich obdobi, atd.). Je mnoho dalsich moznosti, jak vyuzit schop-
nost véelky premistit se z jednoho bodu do druhého. Pohybuje se totiz po jed-
notlivych krocich doptedu a vzad, véelka se mimo to mize také otacet doleva ¢i
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doprava. Jeden krok odpovida préavé 15 cm, které tvoii rastr (mfizku) didaktic-
kych podlozek pro jednodussi orientaci déti v plose zadaného tkolu. Vcelka je
schopna vykonavat program az se 40 ulozenymi kroky.

Obr. 2: Podlozky na roboty

Véelku Blue-bot 1ze navic pomoci bluetooth spojit s tabletem, aplikace pro
tablet mimo vzdéaleného ovlddani umoznuje vcelce otaceni i o tihel 45°.

- ED

cmEe 1l
X &N
omO[ ]

(1
(6]l
000

Obr. 3: Aplikace na ovladani Blue-bota

Déti dopredu musely naptfed vymyslet cestu, kterou véelka na urcéené misto
dojede, naprogramovat ji a nechat ji dojet do cile.

LEGO MINDSTORMS EV3

Lego mindstorms EV3 je sada programovatelnych kostek, senzorii a soucastek na
sestaveni roboti od spole¢nosti LEGO. Roboti se musi sestavit a naprogramovat.
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Obr. 4: Sada Lego mindstorms

Sada 31313 je urcena pro doméci pouziti, ale i presto je dodavana s navody
na stavéni vice nez 15 robotickych LEGO modelid, robot humanoid, strilejici
Skorpidn, plazici se had, vysokozdvizny vozik, zdvodni kamion, elektricka ky-
tara, chodici dinosaurus a mnoho dalsich. Soupravu 45544, kteréd je ucena pro
skolni pouziti, je mozno rozsifit o soupravu 45560, ktera umozni konstruovat mo-
dely komplexnich automatiza¢nich systému vyuzivanych v pramyslu. Na téchto
modelech je pak mozno zakim ¢i studentim predvést zakladni principy téchto
prumyslovych stroja.

Kazdy robot je dodavan s vlastnimi unikatnimi vlastnostmi a programem,
ktery umoznuje fidit jeho chovéni. Roboty lze ovladat dalkovym ovladanim,
které je soucasti sady nebo pomoci aplikace Commander.

Roboti se programuji pomoci aplikace EV3 Programmer.

@mindsTerms —

Obr. 5: Programovatelna kostka, ovlada¢ a aplikace Commander
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Obr. 6: Aplikace EV3 Programmer

Basic LaB SET (BLS)

Basic Lab Set (BLS) spole¢nosti Mechatronic Education, s.r. 0., je vyukova po-
miuicka a motivacéni prostfedek uréeny pro podporu technického vzdélavani na
drovni stfednich odbornych, vyssich a vysokych skol.

Obr. 7: Basic Lab Set

Umoznuje praktické procvicovani tloh spojenych se studiem problematiky
prumyslové automatizace, robotizace a programovani.

Pomticku Ize nejen na stfednich odbornych skolach implementovat do pred-
métt jako jsou dCislicova technika, logické Fizeni, spojité rfizeni, diskrétni fi-
zeni, méfeni neelektrickych veli¢in, zpracovani signéll, senzory a mikroprocesory
v praxi, analogové a digitalni zpracovani dat, numerické matematické metody,
mechatronika, algoritmizace a programovani.

Modulérni systém umoziuje pouziti také v oblasti fyzikalniho méfeni, lze jej
vyuzit pro stavbu laboratornich mé¥icich pFistroj, prototypt stroju a funkénich
modeltt mechanism.
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Set rozviji tymovou praci a tvarci pristup. Vybizi k hledani originalnich reseni
za pomoci experimenti.

Basic Lab set se programuje pomoci aplikace jBlocks, coz je vizualni vyvojovy
nastroj slouzici k programovani proprietalniho mikropocitace jBBII.

i/ Jednoduchy program pro hlikani LED diodami %/

Obr. 8: jBlocks
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GLOBUS VE TVARU MNOHOSTENU
Petr Mentlik

JAKY TVAR MA ZEME?

Nez se se dostaneme k mnohosténtim, méli bychom si zodpovédét otazku, jaky
tvar méa Zemé. Je pfirozené, Ze nasi (pra)"predci ji povazovali za placatou, pii-
suzovali ji tvar ploché desky. Planeta je ohromné veliké, a kdyz se ¢lovek podival
od horizontu k horizontu, nemél nas prapiedek divod premyslet o jeji kulatosti.
Respektive mu to bylo asi jedno. Predstava placaté Zemé pretrvala do starové-
kého Recka. Napiiklad Homér popisuje Zemi jako kotoué obklopeny ocednem
s nebeskou klenbou ve tvaru ptilby.

Zahy po ném zacali do tvaru Zemé vrtat matematici. A o slavna matematicka
jména neni v dal$im textu nouze.

Anaximandros z Milétu uéil, Ze Zemé je kamenny valec ve vzdusném prostoru.
Sous$ pak zobrazil jako kulaty ostrov omyvany oceanem. S myslenkou kulatosti
prisel pravdépodobné jeho 7k, slavny matematik, Pythagoras ze Samu. Ten vy-
chézel z toho, ze nejdokonalej$im tvarem vyskytujicim se v prirodé je téleso, které
mé pifi daném objemu nejmensi povrch, tedy koule. A Zemé musi mit tvar nej-
dokonalejsiho télesa. Argumenty pythagorejské skoly shrnuje jeden z nejvétsich
uéencti starovékého Recka, Aristoteles ze Stageiry. Pro kulatost Zemé piedlozil
tfi argumenty:

1. VSechny c¢astice maji snahu usporadat se tak, aby nejtézsi zaujaly stied.

7 toho plyne, ze vSechny ¢asti zemského povrchu jsou stejné vzdaleny od

stfedu Zemé, coz je mozné jen u koule.

2. Se zménou postaveni pozorovatele smérem k severu ¢i jihu se méni obzor
i mapa oblohy, coz naznacuje zaktivenost povrchu.

3. Stin Zemé pii zatméni Mésice mé vzdy podobu kruhu, zfejmé jde o stin
koule.

S kulatosti Zemé jiz jako s platnym faktem pocital dalsi matematik, astronom
a spravce knihovny v Alexandrii — Eratosthenés z Kyrény. Ten se jako prvni
pokusil vyjadrit velikost Zemé. A pouzil proto velice dimyslnou metodu. Ve
zkratce: zjistil, ze v dobé letniho slunovratu dopadaji v pravé poledne slunec¢ni
paprsky v Asudnu (dfive Syena) aZ na dno hluboké studné. Usoudil, Zze Slunce
v té dobé stoji pfimo nad studnou a jeho paprsky sméfuji do stfedu Zemé.
V Alexandrii, ktera lezi 5000 stadii na sever od Asuanu, jiz paprsky kolmo
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nedopadali, ale pod thlem 83°. Z toho dopocital, ze polomér Zemé je priblizné
7361 km.

Je az neuvéfitelné, jak presné byly znalosti antickych Reki o tvaru a velikosti
Zemé jiz nékdy ve tietim stoleti pfed nasim letopoctem. O to neuvétitelnéji se
jevi dogmaticky navrat k myslence o placatosti Zemé, ktera prisla s nastupem
stfedovéku. Ve spisu Kosmase Indikopleustése z Sestého stoleti naseho letopoctu
se muzeme docist, Ze clovék ,se musi vzeprit bludim o kulatosti Zemée, ktery pry
souvist s dusevnim pomatenim, jemuZ propadli lidé pFi stavbé babylonské véZe.
Podle néj md Zemé tvar obdélniku, ploché desky, jejiz délka je dvakrat vetsi
nez Sirka; obklopuje ji obdélnikovy ocedn, za kterym na vychodé Zili lidé pred
potopou svéta; tam se pry rozkladd rdj, tam prameni Nil, Fufrat, Tigris a Ganga,
jez protékaji pod ocednem a poté znovu vychdzeji na povrch®. (SKOKAN, 2013,
s. 26).

Dogma o placatosti Zemé bylo definitivné vyvraceno az s velkymi objevitel-
skymi plavbami. I tak vzbuzuje udiv fakt, Ze zatimco ve starovéku se po roce
400 pr.n.l. o kulatosti Zemé prakticky nepochybovalo, ostatné byl s presnosti
na cca 10 % zmé¥en i jeji polomér, tak na konci 15. stoleti naseho letopoctu exis-
tovali lidé odrazujici Kolumba pfed plavbou na zapad, kde by mohl pfepadnout
pres hranu desky pfimo do pekel.

Objevitelské plavby definitivné vyvratily mytus o placatosti. Zaroven ¢im
dal presnéjsi méreni zemského povrchu vyvratily teze o dokonalé kulatosti. Do
té zacal vrtat v 17. stoleti i Isaac Newton. Zastaval nazor, Ze diky rotaci Zemé ko-
lem osy vznika odstrediva sila, kterd zptsobila a nadale zptisobuje nahromadéni
hmoty v rovnikovych oblastech a ubytek hmoty kolem poli. Zemé dle této mys-
lenky neni kulata, ale na pdlech zplostéla a ma tedy tvar elipsoidu. Teze o tomto
tvaru byly prokazany zahy rozsahlym méfenim délky 1° ve Francii a v Laponsku.

Ani elipsoid vSak nemodeluje tvar Zemé presné. Jiz na konci 19. stoleti prisel
némecky matematik a fyzik Johann Benedikt Listing s télesem, které zdanlivé
nejlépe vystihuje tvar Zemé, s geoidem. Geoid lze definovat jako téleso, ome-
zené k atmosféie stiedni klidnou hladinou ocedni a moii, probihajici myslené
i pod kontinenty. Stfed geoidu zjistime spusténim olovnice kdekoli na zemském
povrchu. Tim vznikem tiZnice sméfujici do jeho stfedu. Jednotlivé tiznice se
v t€zisti protinaji. Povrch geoidu je definovan tecnou rovinou k povrchu geoidu
v daném bodé, pfi¢emz tiZnice je na danou rovinu kolma.

Ale ani geoid nevyjadiuje tvar Zemé piesné. Vzdyt jeji povrch se neustale
méni, ¢imz se logicky méni i jeji tvar, i kdyz v mikroskopickém méfitku. Jedna
se o nepopsatelné slozité a neustale meénici se téleso. Prisné vzato ma tedy Zemé
tvar Zemé.

A jaky je dtivod celého mého povidani. Jaky ma tedy tvar? Zemé méa nesmirné
slozity tvar, proto musime jeji tvar zjednodusit na geoid. I to je vsak velice slozité
téleso, které muzeme dale zjednodusit na elipsoid. Na téleso, které se vsak na
prvni pohled jen pramaélo 1isi od koule. Proto jej zjednodusime na kouli.
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pravy tvar Zemé geoid elipsoid koule

Obr. 1: Znazornéni procesu zjednoduseni tvaru Zemé

TVORBA PSEUDOGLOBU

Ale koule mné osobné neni ptili§ sympaticka. Pro¢? ProtoZe ji nelze rozvinout do
roviny, tedy neexistuje jeji sit. Zato sif krychle se uéime rysovat jiz od zékladni
skoly. Kdyz uz jsme u toho zjednodusSovani, co kdybychom tvar Zemé zjedno-
dusili na krychli? No dobfe, krychle jisté neni dobrou aproximaci koule (podil
objemu koule krychli vepsané a objemu krychle je pfiblizné 0,524), nicméné i tak
jsme schopni dojit k siti. Pomtzou nam kartografickd zobrazeni. Pfesnéji azimu-
talni zobrazeni. Ty vznikaji zobrazenim zemského povrchu do roviny, pficemz
se zachovavaji azimuty vSech hlavnich kruznic glébu prochazejicich dotykovym
bodem. Do této skupiny patfi i gnémonicka projekce. Jedné se o promitani po-
vrchu referencéni koule z jejiho stfedu na rovinu, kterd je te¢nou rovinou koule
v bodé dotyku.

Obr. 2: Pfiklad azimutalniho zobrazeni, pfesnéji gnémonické projekce. Je patrné,
ze smérem od bodu dotyku se zkresleni zvétsuje

Diky té jsme schopni prevést ¢ast zemského povrchu do roviny. Pokud to pro-
vedeme Sestkrat, v Sesti dotykovych bodech, ziskame sif krychle s vyobrazenim
zemského povrchu, mizeme si tak poskladat prvni pseudogléb.
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Obr. 3: Vlevo ilustracni obrazek bodi dotykt, ve kterych byla provedena gné-
monické projekce, vpravo sit krychle z Sesti projekci

Pokud jsme schopni provést gnémonickou projekci Sestkrat a vytvorit sif
krychle, jsme teoreticky schopni provést ji n-krat a vytvorit sité dalsich mno-
hostént, napiiklad Platénskych ¢i Archimedovskych téles. Pricemz nékterd z nich
se povrchem i objemem blizi kouli. Viz tab. 1

A dal? Je néco kulatéjsiho? Samoziejmé Zze ano. Mnohostény se daji dale
a dale ofezavat a tim se limitné blizit kouli. Pfikladem budiZz pentakis snub
icosidodecahedron, polopravidelny 140 stén, zobrazeny na obrazku 4.

Pokud by mél ¢tenér zdjem o sité nejen zminénych téles, necht mé kontaktuje.

Obr. 4: Pentakis snub icosidodecahedron a sit pseudoglébu tohoto télesa
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Tabulka 1
odet podil objem koule

nazev P tan vepsané a objemu pseudoglébus
mnohosténu ste mnohosténu
osmistén 8 0,605
(oktaedr)
dvanéctistén 12 0,755
(dodekaedr)
dvacetistén 20 0,829
(ikosaedr)
komoly 32 0,883
dvacetistén
(polopravidelny

dvaatficetistén)
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PoCGITACOVE SIMULACE VE FYZICE

Jan Petrasek

Nase dnesni povidani bude opét fyzika trochu jinak, dnes to bude o pocita-
Cich ve fyzice, ale nebojte, vice tam bude fyziky nezli informatiky. Na mé to bude
dnes netradi¢né teoretické, ale jinak to tentokrat k nepujde. Nezli se dame do
prace, tak bych se mél predstavit. Nejsem fyzikem v pravém slova smyslu, mérici
technika a experimentalni fyzika je jeden z mych koni¢kt. Plisobim jako lektor
v pocitacové skole Globis se specializaci na technologie spolecnosti Microsoft
corporation a Autodesk Inc, dale pracuji v centru Arpida jako lektor digitalni
fotografie a pocitacové grafiky a jako spravce sité. Na JihocCeské université stu-
duji ucitelstvi informatiky a fyziky pro stfedni skoly a pod zastitou laboratore
Embedded systémii se zaobiram IoT technologiemi spole¢nosti Microsoft.

Na tvod mam par otazek na vas, o kterych si myslim, ze byste je méli byt
schopni bez obtizi zodpovédét, abychom si rozuméli. Prvni je pfedvidatelna, jaké
znate simulace? Predpoklddam, Ze vSem se vam vybavila alesporni predpovéd po-
Casi, né€které mohly napadnout rizné trenazery a simulatory, nebo populac¢ni
dynamika. Néktefi mizete znat ze skoly rtizné simula¢ni programky, které vyu-
zivaji ucitelé ve vyuce fyziky ¢i chemie. Patrné nejzasadnéjsi otazkou této pred-
nasky je, pro¢ provadime simulace ve fyzice? Jako prvni asi kazdého napadne
ekonomicka stranka véci, protoze simulace muze, a¢ se to nezda, usetfit nemalé
finan¢ni prostfedky potfebné na vyzkum. Simulace je ¢asto prvnim ovérenim te-
orie, protoze je lacingjsi nezli experiment a aZ pokud simulace funguje, pfistupuje
se k vlastnimu experimentu. Simulace dale dokaze najit optimalni parametry pro
provedeni experimentu, nebo parametry jim velmi blizké, ¢imz zvysi bezpecnost
experimentu i jeho Sanci na tspéch. Simulace také mohou slouzit jako finanéné
laciné ovéreni vypoctu, méné Casto pak experimentu.

Jaké jsou hlavni nevyhody simulaci? Predpokladam, Ze vétsinu vas napadne
omezeni vypocetniho vykonu (paméti i ¢asu), ktery je k dispozici pro simulaci,
takze je problém s délkou trvani déje a naroc¢nosti simulace. Dalsi zavazné chyby
se simulace dopousti uz zakladnim principem svého fungovani, pracuje s mate-
matickym modelem a vzdy néco zanedbava. Kvalita simulace je hodné zavisla na
kvalité vstupnich dat, coz je samo o sobé problematické, pokud simulace ovéfuje
novou teorii. S omezenim v oblasti techniky a Casu téz souvisi dalsi problém,
simulace mé omezeny pocet objekt (napf. molekul), které do sebe zvladne za-
hrnout. V neposledni fadé simulace jako vSechno ostatni pronasleduje proroctvi
vySetfovatele NTSB Edwarda A. Murpho, jehoZ zdkony plati i pro pocitacové
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programy z ¢ehoz vyplyva, ze zadny kdd neni bez chyby a simulace neni nic ji-
ného nezli kéd. Zlaty hieb mezi nevyhodami je, ze simulace sama o sobé nestaci
na prokazani spravnosti néjaké teorie, vidy je potieba ji experimentalné ovérit.
Pr1i blizsim pohledu na zminéné nevyhody se onen zlaty hieb dal plné ocekavat.

Nezli se pustime do vlastnich simulaci, tak se pojdme podivat na postup
védeckého vyzkumu jako celku, tak jak probiha, pokud vyuziva i simulace. Cely
postup je krasné ukdzan na diagramu (obr. 1).

zjednoduseni

skutecny .
systémy - skuteéného mSOdS(:Iéc:‘::y
systému y

] Z S

experimentalni
méreni

Rocitas e pfiblizna teorie
simulace

teoretlcka
predpoved’

!

experlmentalnl
vysledky

presne
vysledky
modelu

test teorie

test
modelu

Obr. 1: Postup vyzkumu uréitého fyzikdlniho systému (Pfedota, 2016)

Jak je vidét na digramu, na skuteéném systému se provadi experimentalni
méfeni, po potifeby teorie a simulaci dojde k jeho zjednoduSeni a pretvoreni
v modelovy systém. Nad modelovym systémem se déle stavi teorie i simulace.
Kdyz mame vysledky simulaci a teorie, tak je porovname vzajemné, ¢imz teorii
podrobime prvnimu testu. Pfesné vysledky ze simulaci porovname s vysledky
méfeni na redlném systému, méli by byt v ramci standartnich chyb méfeni ve
shodé. Pokud méame nékde neshodu, tak musime provést upravy, je dobré, pokud
se nam shoduje teorie a experiment, pak je chyba v simulaci, horsi je, pokud
se shoduje simulace s experimentem, ale s teorii, protoze jeji prepracovani je
vieobecné naroénéjsi. Uplna noéni mira nastane, kdyz neni ve shodé nic, protoze
je potfeba cely diagram projit Gplné od zacatku a vSe vybudovat znovu, nasledné
zpétnym porovnanim se muzeme dozvédét, kde byla prve chyba a poucit se.

Pocitacovych simulaci mame nepfeberné mnozstvi nejen ve fyzice, ale i v ni
mame nékolik typid simulaci. V aplikované fyzice se nejcastéji vyuzivaji simu-
lace spojitych systému, v teoreti¢téjsi fyzice se vice uZivaji molekularni
simulace. Molekularni simulace dale délime dle dvou kritérii, jednim je pohled
na objekt a druhym jsou souradnice. Z hlediska pohledu na objekt délime mole-
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kularni simulace na atoméarni (sleduji se pohyby jader) a elektronové (kvan-
tové simulace), naopak dle soutadnic délime molekuldrni simulace na diskrétni
mriizové modely a modely se spojitymi sourfadnicemi.

SPOJITE SYSTEMY

O spojitych systémech dnes padne jen malad zminka, protoze k jejich simulaci
je zapotiebi zvladnuti pokrocilé matematické analyzy a numerické matematiky.
Spojité simulace totiz fesi parcidlni diferencidlni rovnice, které jsou mnohem
jich je potfeba fesit mensi mnozstvi. Clovék by si fekl, ze kdy# se musi fesit méné
rovnic, tak to bude lepsi cesta nezli jiné, jak simulovat fyzikalni systém, z pohledu
srovnani vysledkt s experimentem to tak doopravdy je, ale na druhou stranu
toto feSeni ukryvéa nevyhodu v podobé ztraty detailnich informaci o kontinuu
(spojitém systému).

Jak tuto nevyhodu eliminovat a zachovat si eleganci spojitych systémi? Re-
Senim je pouziti tzv. hybridniho modelu, ktery provadi ¢ast simulace spojité
a Cast casticoveé, tak zachrani jinak ztracend data. Hybridni modely urychluji
vypocet, takze umoznuji rychlejsi ziskani vysledkt a v pripadé dostatku paméti
i simulovat delsi ¢as. Hybridni modely pracuji tak, ze rychlé ¢astice (maji vysoké
energie) simuluji ¢asticové a pomalé ¢astice spojité.

Jako ptiklad spojité simulace si ukazeme Sifeni tepla od tepelné spiraly v pro-
storu. K vyfeSeni byl pouzit Jacobiho algoritmus, coZ je jedna z numerickych
metod pro feSeni soustav rovnic. Hodné nadsazené muzeme fict, Ze numerické
metody pracuji na principu priblizovani se vysledku.

Obr. 2: Sifeni tepla plochou. Zdroj: Vlastni simulace
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Jesté, nezli se pustime k molekuldrnim simulacim, o kterych bude cely zby-
tek prednasky, tak je dulezité si pfipomenout, Ze vétsina interakci ve fyzice je
parovych, vezmeéte si tfeba silu, silou ptisobi jedno téleso na druhé. Pro N atomt
mame

N(N -1
interakci = % (1)

a v kazdém kroku simulace je potieba je vSechny vyc¢islit.

KLASICKE MOLEKULARN{ SIMULACE

Konecné se dostavame k hlavni ¢asti dnesni pfednéasky. V molekularnich simulaci
je asi nejvétsim problémem volba spravného modelu, ktery reprezentuje danou
molekulu, protoze kazdy model molekuly mé trochu jinad zanedbani. Dalsi pro-
blém je spravné zvolit délku simulace a podle toho spravné vypocetni vybaveni,
protoze je mozné simulovat jen urcity casovy tsek vyvoje systému. Nékteré al-
goritmy a modely umoziuji po dokonceni simulace simulovat dalsi tusek, ktery
pfimo navazujici na skonceny.
Simulace typicky probiha v nasledujicich krocich:

1. Inicializace (na¢teni systému), nacteni parametri, konfigurace

2. Vypodet sil (probihéd v kazdém kroku)

3. Po vypoctu sil nasleduje nova konfigurace a nasledné se vracime k bodu 2
4. Po uréitém poctu kroku se déla méreni

5. Finalizace (uloZeni konfigurace a vysledki)

Nyni by se asi sluselo, uvédomit si, v jakych rozmérech se pohybujeme, nezli
se budeme problematikou molekuldrnich simulaci dale zabyvat. Pfedstavme si
molekulu vody jako krychli a pojdme spocitat, jak velkou by méla hranu a kolik
by se jich veslo do 1nm® = 11027

M M
P = V_ = Vyp=—
Vi s 18,01528 - 1073
=V=a=VV
Ny pNA 998 - 6,022214 0857 - 102
/2251
a= V225 191 ~311-107%m
5000 000%/60 101 696 575 286
M 18,01528-1073
V= = : sz m’ 22997107 m?
pNao  998-6,0222140857- 10
1-1072%7

pocet vod = —59 = 33,36 vod
2,997 466 1326629 10
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Z vypoctu plyne, Ze do 1nm? se nam vejde 33 molekul vody, a jesté nAm v ném
zbyde misto. Kromé rozméru je palé¢ivym problémem casovy krok simulace, ktery
je zavisly na simulovaném systému a ma zasadni vliv na to, zda bude vibec si-
mulace tUspésna. Pokud zvolime prilis velky casovy krok, dojde ke ztraté dat,
protoze nam pretecou proménné, naopak prilis maly ¢asovy krok vede ke problé-
mum s délkou vypoctu a zabranou paméti, simulace mize zkolabovat z duvodu
nedostatku prostfedkt. V molekularnich simulacich se bézné simuluje alespon
milion krokti, coz odpovidd zhruba 1ns vyvoje systému. KdyZ to spocteme,
tak nam vyjde nejbéznéjsi casovy krok v molekularni dynamice, ktery je 1fs
(1-107%5s).

VERLETUV ALGORITMUS

Jde o zakladni algoritmus molekularni dynamiky a téz o prvni opravdu funkéné
pouzitelnou aproximaci. Zachovava vnitini energii systému a vychazi z naprosto
zékladni rovnice:

1
s(t) = so + vot + §at2. (2)

Kdy, pokud si oznac¢ime polohovy vektor jako 7, tak dostaneme Verletim inte-
grator, coz je diferencidlni rovnice, ktery vypadéa takto:

ri(t+ At) = 2r(t) — ri(t — At) + a;(t)(At)?. (3)

Jak je vidét, zrychleni dané ¢astice je pocitano z jeji aktualni polohy. Pro tspésné
zprovoznéni algoritmu je potieba dodrzet urcité vstupni podminky, které jsou
nasledujici:

lost jako parametr pro spusténi algoritmu

e Pokud jsou molekuly umistény ve vzorku nahodné, tak se vse inicializuje
na nulu

e Ve vSech ostatnich pfipadech je potfeba dodat zapornou polohu jako pa-
rametr pro spusténi

V podobé pseudokédu by se Verlettiv algoritmus zapsal nasledovné:

X =10;

v =0

T=0;
lia=-1/22;
Dt = 0.01;

V =V +4ax Dt
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X =X+vxDt;
T =T+ Dt;
If (X > 0) goto 1,

LEEP-FROG ALGORITMUS

Jde o algoritmus, ktery je velmi blizky Verletovu algoritmu, ale 1isi se od néj po-
¢ateénimi podminkami. Pro spravné fungovani algoritmu je dtlezité mit zrych-
leni a polohu ve stejnych ¢asech. Casova naroénost vypoctu se nikterak nelisi
od Verletova algoritmu. Oznacme si nyni At = h, pak dostavame soustavu dvou
rovnic:

ri(t +h) = ri(t) + hv; (t + g) (4)

v <t+ g) = v <t g) +hai(t) (5)

Pro spusténi algoritmu se nejdfive musi uplatnit rovnice ¢. (5), z polohy
v Case t a rychlosti v Case t — % ziskdm zrychleni, nasledné s vyuzitim zrychleni
dostanu rychlost v ¢ase ¢+ % a konecné z rychlosti v case t + % a polohy v case t
dostanu polohu v ¢ase t + h.

INTERAKCE

Kazda c¢astice interaguje s ¢asticemi ve svém okoli, takze si vytvari pomyslny list
sousedli a presné tyto interakce jsou ty, které se pri simulaci musi vyc¢islit pro
kazdou ¢astici. Aby byla simulace proveditelna, pocita jen interakce s ¢asticemi,
které jsou od sledované ¢astice do vzdélenosti rcutostr (provadime tzv. sférické
ofiznuti). Je jasné, Ze se timto dopoustime velmi vyrazné chyby, ale tato chyba
je dobre korigovatelnd pomoci matematickych metod, takze vzniklad vysledni
chyba neni fatalni. Problematika sférického ofiznuti je velmi dileZitd zejména
v systémech, které pocitaji Coulombickou interakci. Nesmime rovnéz zapominat
na to, ze se zvySovanim teploty systému nam nartsta energie jednotlivych castic.

RADIALNI DISTRIBUCNI FUNKCE (RDF)

V literatufe se téz muzeme setkat s oznacenim parova korela¢ni funkce. Podle
nazvu tato funkce pusobi désivé a musim Fict, Ze mé osobné chvilku trvalo po-
chopeni jeji interpretace, ale ve skutecnosti je to velmi lehké. Uplné nejjedno-
dussi popis je, ze udava pocet sousednich ¢astic v zavislosti na vzdalenosti jejich
stfedti. Vysledkem je bezrozmérné ¢islo, které je normované vici uplné nahod-
nému rozlozeni a jde o zakladni strukturni veli¢inu molekularni dynamiky. Pro
ty z vas, ktefi mate radi matematické popisy, tak pro jednu c¢astici dostavam:

Nl(’l", AT)
= = 6
9(r) —N‘;147rr2Ar (©)
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a pro vSechny pary v simulaci:

Nl(’l“, AT)
g(’l") - N(N-1)  4rr2Ar (7)
2 1%

v rovnicich ¢islo (6) a (7) je N pocet éastic, r je vzdalenost a V' je objem. Pojdme
si po zdlouhavé teorii ukdzat opét néjaky konkrétni priklad simulace, interakci
Na a CI.

RDF Interakce Na a CL
60,0

55,0
50,0
45,0
40,0

35,0 |
| Na-Na
30,0

Na-Cl

25,0
—CI-Cl1

20,0

15,0
10,0
50

0,0 —————F—— -
0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 0,5 0,55 0,6 0,65 0,7 0,75 0,8
r [nm]

Obr. 3: RDF interakce Na—CL, Na—Na a CI-Cl, zdroj: vlastni simulace

7Z grafu je patrné, Ze vzdjemné interakce chléru a sodiku je mnohem Cetnéjsi
nezli interakce jednotlivych prvkt sami se sebou. Také vidime, ze nejvice jich je
v okoli vzdalenosti stfedd molekul 0,14 nm. Byst¥i si v§imli, ze v okoli vzdalenosti
0,25 nm nastava sekundarni maximum pro interakce Na—Cl a zaroven se prekryva
s maximem pro vzajemné interakce molekul chléru.

Na druhém prikladu si pojdme ukdzat, jak ovlivituje RDF teplota systému
a s ni souvisejici kineticka energie ¢astic. Druhy pifiklad je vzajemnou interakci
molekul Argonu.

V grafu na obrazku 4 je mozné vidét, jak se od sebe lisi RDF totozného sys-
tému argonu, ale pii ruznych teplotach systému. Modra kiivka znazornuje RDF
pro teplotu 94,17 K, ¢ervend pro 141,25K a ¢erna pro 250 K. V grafu je symbol
T*, coz je redukovana teplota, kterou se bézné oznacuji teploty systémi v mo-
lekuldrni dynamice. Pfepocet mezi T* a T (tedy termodynamickou teplotou) je
velmi jednoduchy:

TR

T .
€

(8)
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Srovnani RDF pro T=250 K, T*=0.8a T* =1.2

RDF
&
T

05

£ [am]

Obr. 4: RDF Ar—Ar pro ruzné teploty systému

Je vidét jedna zajimava véc a to ta, ze pro vyssi teploty méd RDF miné vyrazné
pfekmity proti ustalenému stavu, celkové rychleji dosdhnou ustélené (priumérné)
hodnoty poc¢tu interakci.

TERMOSTATY

Termostaty jsou nedilnou soucasti simulaci, protoze umoznuji udrzovat systém
v néjaké stalé teploté po celou dobu pribéhu simulace. Umoznuji vibec pro-
vadét simulace NVT systémi (systémi s konstantnim poétem Gasti, objemem
a teplotou). Dalsi jejich vyhodou je eliminace zavislosti RDF na teploté, protoze
je mozné simulovat pfi stanovené teploté a simulovat tak vice systému, které
chceme vzajemné porovnat. Okamzitou teplotu obvykle znac¢ime T}, a odpovida:

2K

T, = 22
R bk

9)
Kde b je pocet stupnt volnosti ¢astice, k; je Boltzmannova konstanta a K od-
povida:

| N
_ 2
K= 5 Eﬂ m;v;. (10)

Stfedni hodnota T}, je rovna T'.

Asi nejpouzivanéj$im termostatem v simula¢nich programech na molekularni
dynamiku je konfiguracni termostat, jehoz matematicky popis je v tuto chvili
nad nase sily. Bézné se pouziva pro systémy s unasivou rychlosti, systémy, kde
rozlozeni rychlosti neodpovida Boltzmanovskému. Nesleduje totiz kinetickou, ale
potencialni energii a jeji prvni i druhou derivaci.
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Nejjednodussim termostatem, jehoz uziti po celou dobu simulace mize pri-
nést spoustu potizi chyb ve vysledcich je preskdlovani. V jednom kroku vzdy
dostane systém na pozadovanou teplotu opravdu silnym zasahem do systému.
Teplotni fluktuace jsou naprosto minimalni a znatelné jen ve chvili, pokud se
ulozi pred zakrokem termostatu. Je vhodné jeho uziti pro rozjezd simulace, kdy
dokaze systém uklidnit, ale nasledné je potieba jej vymeénit. Termostat je popsan
nasledujicimi rovnicemi.

T
Vi — ’U; = V; Tk (11)
in
1 N
K = 3 ma' (12)
=1
N 2
T — izt Vi (le) —T 1
k — bkb - ( 3)

Pomérné béznou regulaci druhého fadu je Nosé-Hoovert termostat. Ten vklada
termostat jako virtudlni ¢astici do systému. Termostat mé vlastni kinetickou
energii. Jeho vyhodou je zachovani spravného kanonického vzorkovani rych-
losti. Na nasledujicich obrizcich je vidét prubéh teploty pro rtzné relaxacéni casy
(kroky, po kterych dochézi k regulaci).

Reguléator v-rescale

=001
=01
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=10
=100

100 -

50

| 1 | | | 1 | 1 ] I
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Obr. 5: Prubéh teploty pfi vytapétni systému z 300K na 380K konfiguraéni
regulator, zdroj: vlastni simulace
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Obr. 6: Prubéh teploty pfi vytapéni systému z 300 K na 380K regulator Nosé-
Hooverut, zdroj: vlastni simulace

PROGRAMY PRO FYZIKALN{ SIMULACE

e Matlab a Simulink respektive Octave — spojité systémy i MD a MC
e Gromacs, Amber — Molekuldrni dynamika
e Multisim — elektrické obvody

e Algodoo — didaktické simulace fyziky a techniky
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PAN BLESKU A HROMU, NIKOLO TESLA

Jan Petrasek

Nase dnesni povidani bude opét fyzika trochu jinak, dnes to bude o jedné
z nejvétsich a nejspornéjsich osobnosti fyziky a jeho vynalezech. Na mé to bude
dnes netradi¢né teoretické, ale jinak to tentokrat neptijde. Nezli se dame do
préce, tak bych se mél pfedstavit. Nejsem fyzikem v pravém slova smyslu, méfici
technika a experimentalni fyzika je jeden z mych koni¢kt. Pusobim jako lektor
v pocitacové Skole Globis se specializaci na technologie spole¢nosti Microsoft
corporation a Autodesk Inc, dale pracuji v centru Arpida jako lektor digitalni
fotografie a pocitacové grafiky a jako spravce sité. Na Jihoceské université stu-
duji ucitelstvi informatiky a fyziky pro stfedni Skoly a pod z&stitou laboratote
Embedded systémii se zaobiram IoT technologiemi spole¢nosti Microsoft.

Nikola Tesla se narodil za boufky dne 10. 7. 1856 v Rakousko-Uherském
Smijanu. Po absolvovani gymnéazia v Karlovaci studoval matematiku a fyziku na
polytechnice ve Styrském Hradci. Profesofi si brzy vsimli jeho talentu a dovo-
lili mu pomahat pri fyzikalnich experimentech. Na pfani otce studoval v letnim
semestru roku 1880 na Université Karlové, ale po smrti otce studia na UK za-
nechal.

Mezi lety 1880 az 1884 pisobil jako elektroinzenyr v telekomunikacni spolec-
nosti v Budapesti a roku 1884 nastupuje do Edisonovy General Electric Com-
pany v Pafizi, coz se mu pozdéji stavéa osudné. Po neshodach s Edisnem (Edison
zastava stejnosmérny proud, ale Tesla se jej snazi presvécit pro podporu stiida-
vého) opousti jeho firmu a v roce 1886 zalozil vlastni firmu Tesla Electric Light
& Manufacturing, a o dva roky pozdéji dotahuje sviij vynélez asynchronniho mo-
toru na stfidavy proud, ¢im definitivné odstartoval tzv. valku proudu. Jiz roku
1887 podepisuje spolupréci s firmou Westinghouse Electric, ktera byla nejvétsim
konkurentem Edisonovy Electric Company (dnesni General Electic). S podporou
Westinghouse Electric stavi v roce 1899 vlastni laboratofe v Colorado Springs.
V 90. letech se spory mezi Teslou a Edisonem jesté vice vyhrotily, valka proudi
vrcholi, Edison vynaklada velké prostfedky a sili na diskreditaci Teslova vyna-
lezu, aby si udrzel pfijmy ze stejnosmérnych zarizeni. Prvnim triumfem Tesly
v této valce bylo roku 1896 uvedeni do provozu velké elektrarny s Teslovymi
generatory na stiidavy proud firmou Westinghouse Electric Corporation na Ni-
agarskych vodopadech.
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Na konec byl roku 1916 vyznamenan Edisonovou medaili. V letech 1936 az
1937 pobyval v Ceskoslovensku a dne 28. 11. 1936 mu byl udélen &estny titul
doktora technickych véd (dr. h. c.) Ceského vysokého uceni technického v Praze,
nasledné dne 10. 4. 1937 mu byl udélen ¢esny doktorat i na VUT v Brné. Celkem
po svété ziskal 15 Cestnych doktorat a Ffadu dalsich ocenéni, mimo jiné byl na
své narozeniny 10. 6. 1937 vyznamenan Radem Bilého lva I. t¥idy. Tesla piedpo-
védél vznik internetu i problém s parkovanim v soucasnych velkych méstech. Od
détstvi trpél obsedantné kompulzivni poruchou a po traze hlavy se mu spustila
epilepsie. Mimo némciny, francouzstiny, angli¢tiny, madarstiny a chorvatstiny
hovoril i ¢esky. Pres vSechny své velké tispéchy umird v chudobé a osamocen
v pokoji hotelu New Yourker dne 7. 1. 1943.

Cilem vyzkumu Tesly byl bezdratovy prenos elektfiny, tedy moznost napéjet
v8echny spotfebice bez pouziti vodi¢t. Pracoval na vyuziti a zdokonaleni prin-
ciptd, na nichz je zaloZen napf. rddiovy pfenos (véetné televize), automobilové
zapalovani, telefon, nebo vyroba a pfenos st¥idavého proudu. Vzdy se snazil
prevést své poznatky do praxe.

Jeho zZivotni moto: ,Pokud chcete porozumét vesmiru, uvaZujte o energii,
frekvenci a vibracich.

STRIDAVY PROUD

~evs

Jde o zcela bez pochyby o nejprevratnéjsi vynélez Nikoli Tesly, ktery dnes
a denné pouzivame tuplné vsichni, mame jej totiz doma v zasuvce. Na rozdil
od stejnosmérného proudu neprochazi obvodem stale stejnym smérem, ale smér
jeho toku je zavisly na Case. Vznika otacenim vodife v magnetickém poli, re-
spektive rotaci magnetického pole kolem vodice.

=N 7oNTre

o‘ NS 7 S )

Obr. 1: Vnik a pribéh jednofdzového elektrického proudu, zdroj [11]
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Stiidavy proud, respektive napéti, je pospany nasledujicimi rovnicemi:

i(t) = Ly sin(wt + ¢o) (1)
w(t) = U sin(wt + o) (2)

v rovnicich jsou hodnoty s indexem m tzv. amplitudy (maxima), g je fazovy
posuv oproti ostatnim fazim, pokud se budeme bavit o Teslové ptivodni koncepci
je o = 0, dale pak se v rovnicich vyskytuje w, coz je tzv. thlova frekvence a ta
je:

w=2mf. (3)

Hodnoty napéti, které jsou uvedeny naptiklad pro zasuvku v domé, jsou tzv.
efektivni hodnoty, tedy prepocet, jaka hodnota stejnosmérného proudu ma stejné
tepelné ucinky, jako udand hodnota stfidavého proudu. Onen piepocet je popsan
rovnici (4) pro elektrické napéti.

Ues ~ 0,707 - Uy, (4)

Otazka pro vas, jakd je hodnota maximalniho napéti v zasuvce, pokud jeho
efektivni hodnota je 230 V?

ASYNCHRONNI MOTOR

Tesla jej vynalezl roku 1888, kdy si jej nechal patentovat, ale pracoval na ném
jiz. u Edisna, ktery se mu vysmal. To¢ivé magnetické pole vznika, kdyz jsou dveé
civky postaveny kolmo k sobé a napajeny stfidavym proudem o fazi 90°. Pro
realné fungovani motoru byly ovSem zapottebi dvé dvojice civek, které byly napa-
jeny vzdy ve fazi 90°, takze dvé protilehlé civky byly napajeny protifazi. Oproti
Edisonovym stejnosmérnym motortiim nepotiebuje komutator, coz jej ¢inni lev-
néjsi na vyrobu i prodluzuje jeho Zivotnost.

TESLUV TRANSFORMATOR

Jinak téz zvany Teslova civka, byl pro védce dlouha léta zdhadou, princip jejiho
fungovani pochopili fyzici az v roce 1957, tedy témér 80 let po jejim objeveni
Teslou. Civka pracuje na principu rezonanc¢niho vzristu. Zakladni ¢asti je vy-
sokonapéfovy transformator, dodavajici budici napéti. Priméarni civka s malym
poctem zaviti spolu s kondenzitorem C tvoii paralelni rezonanéni obvod, ktery
je naladén na stejny kmitocet jako sekundarni civka. Jisk¥isté plni funkci spi-
nace. Sekundarni civka s vysokym poctem zavitu je umisténa v ose primérni
civky. Jeji rezonanéni kmitocet zavisi na jeji indukcnosti, parazitni mezizavitové
kapacité a na pfipadné pfidavné kapacité toroidu. Vysokonapéfovy transforma-
tor nabiji pfes vinuti primérni civky kondenzator C. Po dozeni urcitého napéti
preskoci v jiskristi jiskra, kterd pripoji nabity kondenzator paralelné k primarni
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civce. Rezonan¢ni obvod zacne kmitat a vykona uréity pocet tlumenych kmiti.
Po dobu trvani téchto kmiti se v sekundarni civce indukuje vysokofrekvencni
stiidavé napéti. Po vybiti kondenzatoru vyboj v jiskfisti zanikne a kondenzator
se odpoji od primarni civky a cely proces se opakuje.

Obr. 2: Teslova civka pfi vyboji, zdroj [4]

MYTY A FAKTA

Protoze osobnost Tesly je opredena mnoha myty, tak bych rad na nékteré z nich
poukézal a uvedl je na pravou miru. Vratme se tedy zpét od fyziky k Teslovym
vynaleztim a jeho osobnosti.

RENTGEN

Vsichni dobfe vime, ze objevitelem rentgenu je Wilhem Rontgen, ale jak s tim
souvisi Tesla? Teslovi se totiz zcela nadhodné podarilo pofidit prvni rentgenovou
fotografii v roce 1895 a je na ni zachycen slavny spisovatel, a Tesluv pritel, Mark
Twain. Sviij objev paprski X (zafeni RTG) oznédl Rontgen 8. 11. 1895, coz je
velmi té€sné po tom, co Tesla poridil svou fotografii. Tesla na rozdil od Rontgena
nemohl prozkoumat vznik oné podivné fotografie, protoze mu vyhorela laboratof,
takze prvenstvi po zasluze patii Rontgenovi, i kdyz na totéz prisli oba nezavisle
prakticky ve stejnou dobu. Pro pofizeni oné zahadné fotografie Twaina pouzil
Tesla Gesslerovu trubici, pfedchiidce dnesnich zafivek, ale o tom, ze vydava RTG
zareni nemél ani ponéti. Po tom, co Rontgen oznamil svij objev zacal Tesla
experimentovat se silnymi zdroji RTG zafeni a byl s Rontgenem v kontaktu.

RADIO

Rédio je samo o sobé€ velmi zvlastni vynalez. VSeobecné se mé za to, ze radio
vynalezl Marconi, ale jde o jeden z velkych omyli, protoze radio si nékolik let
pred nim patentoval Tesla a Teslovo prvenstvi soud potvrdil az nékolik mésicti
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po jeho smrti v roce 1943. Teslovi se podafilo nejen sestrojit bezdratovy telegraf
(obdobné to dokazal i Marconi), ale také sestrojil radiové ovlddani, ano Tesla
miize za technologii, kterd umoznuje fizeni dront, ale i spousty dalSich modeld.
V roce 1896 predvedl verejnosti model lodi, ktery byl plné ovladdan radiem.

d

N 2

B

i i

Obr. 3: Radiocontroll mechanismus uvniti lodi, zdroj: [13]

KULOVY BLESK

Kulovy blesk je neprilis vzacny prirodni tkaz, ktery je pro fyziky stale velkou
nezndmou. Jednou z hypotéz, jak by mohl vznikat je pomoci oxidace kfemiku.
Malé kousic¢ky kifemiku spolu s kyslikem a uhlikem vytvofi atomorfni kiemik
a oxid kfemenaty. V ionizovaném prostfedi vse oxiduje a uvoliiuje se energie
v podobé kulového blesku. Kulovy blesk je obtizné zkoumatelny objekt, ktery
ovsem dokaze napachat velké skody.

Mytus o tom, Ze se Teslovi podafilo vytvorit v laboratofich Colorado Springs
kulovy blesk je opravdu pouze mytem. O kulovém blesku nehovofil nikdo z Teslo-
vych asistentii a ani sam Tesla se o jeho vyskytu v laboratofi nezminuje v zadnych
pozndmkach. Pravdou vSak zustava, ze laboratofe v Colorado Springs obsaho-
valy nejvétsi Teslovu civku historie. A co slavny obraz Tesly sediciho vedle své
civky mezi blesky? Ten je podvrh, vznikl technikou dvojité expozice, tedy tak, Ze
se Tesla fotografoval u vypnutého transformétoru, nasledné vytografoval trans-
formator v ¢innosti a oba zabéry sloudil do jednoho snimku.



80 Jan Petrasek

BEZDRATOVY PRENOS ENERGIE PO CELEM SVETE

Skuteéné slo o Tesluv cil, ale zde slavny vyndlezce Slapl vedle, tato vize se po
prezkoumani se soucasnymi znalostmi ionosféry ukézala utopickou. Systém mél
vyuzivat Shumann-Teslovy rezonance a pomoci ionosféry dorucovat energii kam-
koliv na planeté. Z finan¢nich divodu nebyl proveden experiment, ale lokalné na
pozemcich laboratofi ve Wardenclyff se podafilo pfenos energie realizovat na
nékolik desitek metri. Tesla tento dil¢i ispéch rad pouzival jako salonni trik,
aby upoutal pozornost mecenasi. Puvodné méla véz ve Wardenclyff slouzit ke
komunikaci pres Atlantik, ale ani toto se nikdy neuskutecnilo.

VYNALEZL SMRTici PAPRSKY?

Jaka je pravda okolo jedné z nejvétsich Teslovych zdhad se jiz asi nedovime. Je
pravda, Zze svymi experimenty, ale pfedevsim vypocty Tesla dal teoreticky zaklad
pro vznik laseru, ale pravdou také zistava, ze zadny z jeho laborantti nepotvrdil
vyzkum v tomto sméru. Musime si uvédomit, ze ve 30. letech byla velka ekono-
mické krize a Tesla mél problém shanét sponzory pro svoje velkolepé projekty,
kterym jesté tehdy malo kdo véril. Dalsim faktem je, Ze se Teslovi zhorsil zdra-
votni stav, vice se na ném projevila obsedantné kompulzivni porucha. Do dnes
tedy nevime, zda $lo o Teslovu strategii na ziskani prostredki pro vyzkum, nebo
vyplod nemoci zasazené mysli, jisté je jen to, ze experimentalni cestou zadné
paprsky smrti nerealizoval.
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UZITi FALESNEHO PREDPOKLADU (REGULA FALSI)
V HISTORII A DNES

Jiii Pibyl
1 Uvop

Jednim ze zakladnich poslani vyuky matematiky je naucit zéky fesit rizné ulohy
a problémy. Jednou z moznosti aspésného feseni tloh je pouziti heuristické stra-
tegie v pfipadé, ze fesiteli neni znam algoritmus feSeni tlohy, ¢i ho nechce pouzit.
V historickych matematickych knihach a ucebnicich se vyskytuji dva zptsoby fe-
Seni, které dnes fadime mezi heuristické strategie, a které maji obdobny zaklad —
obé pracuji jako s kliCovym prvkem, ktery nazyvame falesny predpoklad. Jejich
sila spoc€iva nejen v efektivnim zpusobu feSeni urcité tfidy tloh, ale predevsim
v moznosti jejich vyuziti v souc¢asné vyuce matematiky jako vhodné propedeu-
tiky FeSeni slovnich tloh pomoci linearnich rovnic.

Tento pfispévek je strucnou verzi ¢lanku Phenomenon of false assumption
in historical and educational texts!, ktery jsme odeslali do ¢asopisu Science and
FEducation. Uvedeny ¢lanek se kromé zminéné strategie UZiti falesného predpo-
kladu (dale jen UFP) zabyva strategil Dvoji uZiti falesného predpokladu.

2 PREDSTAVENI STRATEGIE

Cilem této kapitoly je predstavit zdkladni ideu heuristickych strategii jakozto
prostiedku k feseni matematickych tloh. Déale tato kapitola stru¢né seznamuje
étenare se strategii UFP. Oproti soudobym heuristickym strategiim je predsta-
vovana strategie pomérné silné ukotvena v historii, avsak jeji pojmenovani se
v prubéhu v€kt meénilo. Z davodu urcité konzistence v ramci naseho dlouhodo-
bého vyzkumu [8] jsme se rozhodli pro jeji pojmenovani tak, jak je pouzito v této
kapitole.

2.1 HEURISTICKE STRATEGIE

Lze bez pochyby konstatovat, ze ohnisko soudobé vyuky matematiky na zaklad-
nich a stfednich gkolach spociva predevsim v rozvijeni dovednosti a schopnosti
fesit dlohy [11]. Obrézek 1 ukazuje zdkladni situaci.

Pokud byl zédkovi zptisob feSeni matematické tllohy v ramci vyuky predstaven
a on jej ovlada, pak hovorime o primém zpusobu reseni. V né€kterych pripadech

L Autofi: Petr Eisenmann, Jan Gundaga, Jifi Pfibyl
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reseni ulohy

Obr. 1

je vSak proces feseni tlohy ,pfrerusen“ a zak neni schopen danou tlohu vyftesit
primo. Mezi obvyklé pric¢iny tohoto preruseni patii:

e 73k dosud nebyl s danym zpfisobem feseni sezndmen. Napf. se jednd
o tlohu z matematické olympiady, z testovani, nebo o tlohu, ktera nebyla
zakovi predlozena v ramci vyuky.

e Uloha je postavena na pouziti znalosti, se kterou se zak uz setkal — byla mu
v rdmci vyuky matematiky jiz predlozena, avsak nema ji dosud ukotvenou
ve své poznatkové struktufe a tedy neni schopen ji s tispéchem pouzit.

e 74k znalost potiebnou k vyfeseni tlohy m4, ale chybi mu prostfedky k je-
jimu pouziti.

Ve svém dlouhodobém vyzkumu se zabyvame problematikou, jak pomoci zakovi,
ktery se do dané situace dostal. Jednou z moznosti je uziti heuristické strategie.
Systematicky bylo jeho pouziti pii feSeni matematickych tloh zpracovano Geor-
gem Pélyou ve ¢tyFicdtych letech minulého stoleti [13]. Cely proces je zndzornén
na obrazku 2.

heuristicka
strategie

primy zpusob

reseni

Obr. 2
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Idea heuristického pristupu je pak dlouhodobé zpracovavana nejen prednimi
didaktiky matematiky [16, 19, 20] ale i psychology [17] a matematiky samot-
nymi [18].

2.2 ULOHA FRANCESE PELLOSE A JEJI RESEN{

Pouziti popisované heuristické strategie budeme demonstrovat na nasledujici his-
torické uloze, kterou v 15. stoleti predlozil francouzsky slechtic z Nice — Frances
Pellos (v textu se budeme na tlohu odkazovat jako na tlohu FP).

Zadani: Polovina a tfetina kopi je pod vodou, pfi¢emZ nad vodou je jesté devét
dlani. Ptam se t&, jak dlouhé je kopi.? [9, str. 83]

Reseni soudobymi prostiedky je pomérné snadné a pfimodaré.
Oznacme si délku kopi jako nezndmou z. Potom miZzeme zadani ilohy sym-
bolicky pfepsat nasledovné:

St sr 9=

Po snadné upraveé ziskdvame

1

Resenim této rovnice pak je rovnost
x = 54.

Tento zpusob feSeni je pristupny zaktm ve véku 13-15 let, kdy se v ramci vy-
uky obvykle seznami s feSenim linearnich rovnic. Nejcastéjsim tskalim tohoto
algebraického zpiisobu feseni je sestaveni prislusné rovnice.

V nasledujici podkapitole predstavime strategii UFP a ukazeme, jak tlohu
FP pomoci ni vyfesit.

2.3 STRATEGIE UFP

Strategii UFP fadime mezi tzv. experimentalni heuristické strategie [8]. Zakladni
podstatou experimentéalnich strategii je, Ze fesitel v ramci procesu feseni provadi
jeden, nebo i vice experimenttl, které vyhodnoti a se kterymi nadale pracuje.
Jejich principem je, ze po nékolika iteracich se fesitel dobere k pozadovanému cili.
Mezi experimentalnimi strategiemi, zaujimé strategie UFP vyzna¢né postaveni
ve dvou smeérech:

1. V procesu feseni provadime pouze jeden experiment a na jeho zakladé jsme
schopni se dobrat feSeni. Tato skutecnost, jak bude ukazano v kapitole 2,
je vykoupena tim, ze danou strategii mtzeme pouzit pouze u urcitého typu
uloh.

2A lance has a half and a third in the water and 9 palms outside. I ask you how long is it?




86 Jiri Pribyl

2. Samotny experiment je provadén tak, ze na zacitku volime hodnotu, se
kterou nadéle pracujeme. Na rozdil od ostatnich strategii vsak nevolime
nas predpoklad s timyslem dostat se co nejblize k cili, ale nahodile. Protoze
s nespravneé zvolenym predpokladem se déle s ispéchem pracuje, nazyvame
tuto metodu prévé Uziti falesného (nesprdvného) predpokladu.

Chod strategie UFP je nasledujici:
(a) provedeme experiment,
(b) zjistime, jak moc jsme se zmylili,
(¢) provedeme korekei.

Demonstrujme si chod strategie pti feSeni tlohy FP.

Ad (a) Predpokladejme, Ze délka kopi je 24 dlani. O nasem pfedpokladu
nemuzeme fici, ze je spravny, nemame pro to v tuto chvili dostatek informaci.
Predpokladejme, Ze je nespravny. Se stejnym tspéchem bychom mohli zvolit
i jiné falesné predpoklady. Délka daného kopi by napfiklad mohla byt volena
jako jedna dlar, nebo naopak 1000 dlani. Jak na proces feSeni pomoci strategie
UFP, tak na vysledek, nemaji tyto volby zadny vliv.

S ndmi zvolenym falesnym piedpokladem provedeme jednotlivé aritmetické
ukony tak, jak je pozaduje zadani tlohy.

Pod vodou je jedna polovina kopi (12 dlani) a jedna tietina kopi (8 dlani).
Celkem je tedy pod vodou 20 dlani kopi a nad hladinou jsou ¢tyfi dlané.

Ad (b) Nad hladinou m4 ale byt devét dlani. Jak moc (kolikrat) jsme se
zmylili?

Shrime do tabulky 1, co vime:

Tabulka 1: Schéma ddaji z tlohy

délka kopi nad vodou
Skutecna 777 9
N&s odhad 24 4

Pokud zjistime, ze nas odhad byl spravny, pak jiz mame pozadované feseni
ulohy a dale jiz nepokracujeme.

Ad (c) Nyni provedeme korekei.

Pomoci trojclenky snadno urc¢ime, ze

=2 gy

4
Dospéli jsme ke spravnému vysledku, ze skutecna délka kopi je 54 dlani. Ne-
chavame laskavému ¢tenafi na ovéreni, ze ke stejnému vysledku dojde i s jinym
falesnym predpokladem.
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3 MATEMATICKE POZADI STRATEGII

V zacatku podkapitoly 2.3 bylo napsano, ze nami predkladana heuristicka stra-
tegie neni universalni, avsak Ze funguje pouze u urcitého typu tloh. Podivejme
se nyni, jak tyto tlohy vypadaji.

3.1 Popis ULOH RESITELNYCH STRATEGH UFP

Jedna se o ulohy, kde vstupni a vystupni proménné jsou linearné zavislé. V pozadi
nami prezentované strategie je totiz linedrni funkce. Z historického kontextu bude
zfejmé, Ze tyto strategie byly jiz matematikim znamy dfive, nez byla dokoncéena
algebraizace procesu feseni tloh — zavedeni algebraické symboliky do feseni tloh
rovnicemi. Z toho také vyplyva, Ze na Fesitele klademe urcité naroky — musi
zvladat trojclenku, pfimou tmeérnost a aritmetické operace s raciondlnimi ¢isly.

Je obvyklé, ze zadani tlohy obsahuje pokyn, co mame ziskat a dale udaje
se kterymi pracujeme. Prvné zminéné necht jsou vystupni (poZadované) udaje
a druhé zminéné necht jsou vstupni (dané) tdaje. Samotny proces FeSeni pak
muzeme charakterizovat jako transformaci vstupnich tdaji na vystupni.

V pripadé nami popisované tfidy tloh si povS§imnéme skutecnosti, Ze vstupni
udaje jsou dvojiho typu a to manipulativni a absolutni (¢iselng, pevné dané).
Tim je také dana struktura tlohy.

Zadani tlohy musi mit dvé ¢asti:

e Obsahuje ¢ast, ktera popisuje manipulaci s neznamou, pri¢emz tato mani-
pulace mé charakter linearni funkce.

e Obsahuje ¢ast, ktera popisuje vysledek této manipulace.

Provedme nyni rozbor tlohy FP problem. V rdmci tohoto rozboru si ujasnime
jednotlivé entity, které potom zturoc¢ime pfi matematickém popisu strategie jako
takové.

Vystupni (pozadovany) daj je délka kopi.

Vstupni tdaje jsou: délka éasti kopi pod vodou (souctem pomért) a délka
¢asti kopi nad vodou (¢iselnou hodnotou).

V ramci tlohy FP je zfejmé, ze pravé pomeérové idaje ve spojeni s celkovou
délkou kopi urcuji linearni funkci proménné .

ktera koresponduje s rovnici 1 na strané 85.
Obrézek 3 ukazuje vztah funkce a hledaného feSeni tlohy.
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[ 5 10 15 20 25 30 35 40 a5 50 55—

Hledand hodnota

Obr. 3

3.2 STRATEGIE UFP

Tato podkapitola si klade za cil ukéazat, ze pro danou tfidu tloh, je strategie
UFP vhodnou volbou mozného zptisobu feseni.

Pro snadnéjsi sledovani ivah vyjdéme z nami diskutované ulohy FP.

Jak bylo ukazano v podkapitole 3.1, zadani Glohy musi spliiovat dvé pod-
minky.

Funkce, kterd popisuje manipulaci s proménnou, mé tento tvar: Nechf x
oznacuje délku kopi

f(x)zx—Ex——xz il
Funkéni hodnota této funkce je 9.

Resime tedy alohu: Urdete, pro které z je f(x) = 9. Na obréazku 4 je znizor-
nénd funkce, zndmé udaje (modre) a ziskané udaje (Gervens).

- ———————---

5 30 55 60
N&s odhad Hledana hodnota

Obr. 4

Z pribéhu funkce (viz obr. 4) je ziejmé, Ze na volbé odhadu opravdu nezalezi.
Pomoci trojélenky jsme vzdy schopni provést pozadovanou korekci.

Strategie UFA ve své zakladni podobé se tedy da uzit u uloh, ve kterych
vztah mezi vstupnimi a vystupnimi proménnymi tlohy je pfimo timérny.
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4 STRATEGIE UFP V HISTORICKYCH TEXTECH

Zakladnim cilem této kapitoly je podat prehled o vyskytu strategie UFP v ruz-
nych matematickych i edukacnich textech, které jsou mi znamy. Tento prehled
rozhodné neni Gplny at uz z toho divodu, Ze nékteré texty mi sice zndmy jsou,
avsak jejich dostupnost je lokalné fyzicky omezend, anebo se jedna o texty, které
jsou psany v jinych jazycich, nez kterymi vladnu.

Kazdopadné i ta cast, kterou prezentuji, ukazuje, Ze strategie hrala neza-
nedbatelnou roli ve vzdélavani. Domnivam se, Ze pravé silnym tlakem na alge-
braizaci ve vyucovani matematice doslo k tstupu v nasazovani této strategie
ve viuce pii FeSeni tloh. Na3 soudoby vyzkum ukézal®, Ze ma vyznam se k to-
muto zpisobu Feseni vracet, nebot se ukazuje, zZe jsou vhodnou propedeutikou
matematizace slovnich tloh a zavadéni feseni tiloh pomoci rovnic.

4.1 NAzvy STRATEGH UFA A UDFA v PRUBEHU VEKU

Vzhledem k velkému casovému obdobi, které spolecné sledujeme, je celkem pfiro-
zené, ze se ménily nadzvy nami sledované heuristické strategie UFP. Pro urc¢itou
jednotnost textu se na né vsude odvolavame jako na strategii Uziti falesného
predpokladu a to nezavisle na tom, o jaké literature se pravé zminuji a pod ja-
kym nazvem vystupuje pravé tam. Cilem této podkapitoly je vSak ukazat urcitou
rozmanitost, kterd se objevuje pravé ve spojeni s nazvy kapitol.

Fibonacci v Liber Abbaci pouZiva pro feSeni celé fady tloh tuto strategii.
Protoze je tato prace psana latinsky, také nazev strategie je v tomto jazyce. Pro
strategii UFP pouziva oznaceni regula falsi.

Bhéskara v Litdvati uzivd dle [2] oznadeni Ishta-karman, dle [5] oznadeni
Iskta-carman. Kazdopadné oba prekladatelé tyto prekladaji jako operaci s pred-
poklddangmi cisly.

Zékladni oznaceni strategii v ucebnich textech je souhrnné a dané problema-
tika se zde vyskytuje pod nazvem Position, pfiCemz pro strategii UFP se uziva
Single Position. Slovo pozice ma za cil zdlraznit zakladni charakter dané stra-
tegie: Hledané ¢islo je nékde na realné ose, avsak jeho polohu neznédme, a my si
ytipneme®, kde by mohlo byt. Pfi feseni danou strategii se pak vyuzije pomeértu
s obvyklym vypoc¢tem pomoci trojclenky.

Velmi obdobné oznadeni muzeme najit u Keitha [12], ktery hovoii o Single
Supposition.

4.2 NEJSTARSI MATEMATICKE TEXTY

Tato kapitola podava velmi stru¢ny piehled nejstarsich zjisténych vybranych
dél, ve kterych mtizeme najit uziti strategie UFP. Pifedkladany seznam by byl
vyrazné delsi, kdybychom uvedli veskera matematicka dila, kteréd jsou mi znama.

3Viz na zaGitku zmitiovany ¢lanek.
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Navic si uvédomuji, ze fada vyznamnych praci je mi nezndma at uz z divodu
jazykové bariéry nebo fyzické nedostupnosti.

Tuto kapitolu nemizeme nezacit nejstarsim dochovanym zaznamem o pouziti
strategie UFP.

4.2.1 RHINDUV (MATEMATICKY) PAPYRUS

Prvni dloha, ktera se tyka strategie UFP, je tloha oznacena ¢islem 24.

Zadani: Mnozstvi a jeho sedmina dédna dohromady tvoii 19. O jaké mnoZstvi
se jedna?4

Obr. 5: Fotografie Rhindova papyru, ulohy 24-26. Pfevzato z [10, str. 27]

Nyni ukazi struéné feseni této tlohy pomoci strategie UFP. Podrobny zapis
feSeni mtizeme najit v [6, str. 30-32], transkripci z papyru pak v [10, str. 141-142].

Predpokladejme, Ze hledané mnozstvi je 7. Podle zadani, k hledanému mnoz-
stvi pfi¢teme jednu sedminu, coz je 1. Tedy vysledkem je hodnota 8, ale ma
byt 19. Kolikrat musim zvétsit volbu, abychom ziskali 19? Cislo 7 musime vy-
nasobit zlomkem % a hledané ¢islo potom je 7'719 = %.

Ve Rhindové papyru je nékolik tloh, kde v pozadi je linearni rovnice a kde
je mozné s uspéchem pouzit strategii UFP k feSeni tloh. Konkrétné se jedna
o ulohy 21 az 38.

4 A quantity and its seventh, added together, give 19. What is the quantity?“ Zadani je
prevzato z [6, str. 30].
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4.2.2 BERLINSKY PAPYRUS 6619

Berlinsky papyrus s oznacenim 6619 je jedingm mné znamym dilem, ve kterém se
fesi neline4rni loha pomoci strategie UFP. Tato skutecnost neni dana charakte-
rem ulohy, ale tim, Ze béhem feSeni ziskame linedrni zavislost, kde uz s tspéchem
je pouzita strategie UFA. Obrazek 6 ukazuje reprodukci tohoto papyru, jak ji
sestavil Schack-Schacekburg.
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Der Berliner Papyrus 6619,

Obr. 6: Berlinsky papyrus podle Schack-Schackenburga. Pfevzato z [15, ta-
bule IV, mezi stranami 138-139]
Znéni tlohy a jeji feSeni pfebirdm z [6, str. 32]

Zadani: Soucet ploch dvou ¢étverct je 100. Trojnasobek strany prvniho étverce
je étyfnasobkem strany druhého ¢tverce. Najdéte strany étverci.?

ZapiSeme-li to modernim zptsobem, ziskdvame nasledujici soustavu rovnic:

100
4y

2?4y =
3r =

Nyni ukézi egyptsky zptisob Feseni, avsak pro snadnéjsi sledovani vypoctu
ho zapisi v moderni notaci.

5 The sum of the areas of two squares is 100. Three times the side of one is four times the
side of the other. Find the sides of the squares.*
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Necht z = 4, potom y = 3.

Potom 42 + 32 = 25. Protoze 25 # 100 pokrac¢uj krokem 3.

V25 =5 a /100 = 10.

10:5=2

Strany jsou tedy 2-4 =8 a2-3 =6.

Gl L=

4.2.3 ZAJIMAVA DILA

Cilem tohoto pfispévku neni podat uceleny ptehled o dilech, ve kterych autori
uzivaji strategii UFP k feSeni tloh. Proto nasledujici tfi vybrana dila uvaddime
ve zkracené podobé.

e Fibonacciho Liber Abbaci — nemél jsme mozZnost pracovat pfimo s prame-
nem a tak vychazim predevsim z [3] a [14]. Strategii UFA je v Liber Abbaci
vénovana celd kapitola 12.

e Bhéskardchiryyaova (Bhaskaracharyya nékdy Bhaskara) Lildvati — nemél
jsme mozZnost pracovat pfimo s pramenem a tak vychdzim predevsim z [5]
a [2]. Strategie UFP se ve zdroji nachazi v kapitole III Ruznd pravidla
(Miscellaneous Rules), sekci II Piedpoklady (Suppositions). Pro nés za-
jimavy je zplsob Feseni, nebot v pozadi je sice trojclenka, ale viibec se
nezminuje, jako kdyby Fesitel nemél byt s timto pojmem sezndmen. Reseni
probiha tak, Ze je nejprve proveden rozbor tlohy vii¢i znaAmym operacim,
pak jsou provedeny jednotlivé vypocty a nakonec je udélana korekce. Jako
ptiklad uvadim ilustrujici dlohu z [2, str. 26].

51. Example. What is that number, which multi-
plied by five, and having the third part of the product
subtracted, and the remainder divided by ten, and one-
third, a half and a quarter of the original quantity
added, gives two less than seventy ?

Statement : Multiplier 5. Subtractive 4 of itself.
Divisor 10. Additive 4 1 of the quantity. Given 68.

Putting 8 ; this multiplied by 5 is 15 ; less its third
part, is 10 ; divided by 10, yields 1. Added to the
third, half and quarter of the assumed number 3, viz.,
$ 33 thesum is 17, By this divide the given number
68 taken into the assumed one 3 ; the quotient is 48.

The answer is the same with any other assumed
number, as 1, &c.

Obr. 7
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e Christophora Clavia Epitome Arithmeticae Practicae nunc denuo ab ipso
auctore recognita. Dilo je z roku 1585 a je psano latinsky. Pro nas zajimavou
skutecnosti je fakt, ze vyuziva strategii UFA pfi feSeni soustavy linedrnich
rovnic.

V tuto chvili si dovolim ukonc¢it dany vycet. Je netplny, avsak mym ci-
lem je ukazat nami sledované strategie i v ucebnicich. Jak uz bylo zminéno
v uvodu této podkapitoly, pokud bychom uvedli ndm znamé dila matematiki
z riznych obdobi (napf. Benjamin Banneker, Girolamo Cardano, Bartholomaeus
Pitiscus, ... ), pFispévek by byl dozajista zajimavéjsi, ale také netmeérné dlouhy.

4.3 UCEBNICE A PRIRUCKY PRO UCITELE

Struktura této podkapitoly je néasledujici. Vzdy uvedeme nazev knihy, ze které
¢erpam a jeji vroceni. Dale pak se zaméfim na vymezeni strategie UFP v daném
zdroji a popf. poukazi na odliSnosti, kterymi se dané vymezeni odliSuje od na-
Seho. V nékterych pripadech ukazeme i zajimavou tlohu ¢i zptusob uziti nékteré
ze strategii.

4.3.1 THE SCHOOLMASTER’S ASSISTANT, BEING A COMPENDIUM OF
ARITHMETIC, BOTH PRACTICAL AND THEORETICAL IN FIVE PARTS

Autorem je Thomas Dilworth a k dispozici jsem mél vydani z roku 1825. Sou-
Casti knihy je i vyjadifeni Mosese Browna a Williama Deana, pricéemz druhé je
datovano Oct. 20, 1765. Lze dohledat, ze prvni vydani je z roku 1743.

Specifikem této prirucky je, Zze po nadpisu kapitoly nasleduje série otazek
a odpovédi, které mély (patrné) vyucéujicimu usnadnit reagovat na jednotlivé
dotazy od zakda.

Sledovana problematika se nachazi na stranach 102-104, ktera je celd véno-
vand ¢asti O pozicich (Of position). V této praci se tedy hovoii o pozicich nebo
o0 obréacené® aritmetice (negative arithmetic) a strategie UFP je nazyvana single
position.

Zavedeni strategie je provedeno pomoci otazek a odpovédi, tzn. neni zde sa-
mostatna pasaz, kterd by néjakym zptisobem blize specifikovala danou podstatu
strategie, pfiGemz chybéji ilustrujici ptiklady a neni explicitné (tj. graficky) uve-
den vzorec pro vypocet. Ten je vzdy schovan v popisu a neexistence jeho grafické
podoby muze byt pri¢itana knihtiskafskym moznostem dané doby. Za povsSimnuti
stoji posledni otdzka a odpovéd v ¢4sti vénované strategii UFP, které predstavuji
kontrolu (ovéfeni) spravnosti vypoctu. V zavéru kapitoly jsou potom uvedeny
ulohy s vysledky.

6Najit vhodny pteklad vyrazu negative arithmetic bylo pomérné obtizné. V tuto chvili se
klonim k souslovi obrdcend aritmetika, nebot alesponn do urcité miry vystihuje mnou nalezeny
popis.
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OF POSITION:

Q. 00 HAT is Position ; or Negative Arithmetie ?:

4. 1t discovers the Truth by suppesed Numbers.

Q. How many Kinds of Position aré there?.

4. Two; Single and Double.

OF SINGLE PUSITION.

Q. What is Single Position ?-

4. Tt diseovers-thietruth by only one supposed number,

Q. How is that supposed number used ?

4. By working with it; as if it was the true number, in
the same proportion as the question direets; and if the
result be either too much or too litile, the true number
may be found out by the following Rule, viz.

As the Result of the Position,
Is to the Position :.

8o is the given Number,

To the number required.

Q. How do you prove Position ?

A. Position, both Single and Double, is proved by ad-
ding the several sums required, or the several parts of the
sum required, together; and if that sum agrees with the
given sum, it is right.

Obr. 8: Uvodni partie kapitoly [7, str. 102]

4.3.2 THE SCHOLAR’S ARITHMETIC; OR FEDERAL ACCOUNTANT: ...

Autorem je Daniels Adams a k dispozici jsem mél vydani z roku 1824, pfi¢emz
autor v predmluvé z roku 1815 hovori o tom, ze jiz uplynulo 14 let od prvniho
vydani. Lze tedy predpokladat, ze ptivodni vroceni je 1801.

Sledované problematika se nachéazi ve tfeti kapitole — Uzite¢né pravidla pro
zaméstnané lidi (Rules occcationally useful to men in particular employments of
life), jako jeji §10. Pozice.

Dany paragraf je veden tak, Ze je nejprve predstavena dana strategie, pak
je uveden priklad, na kterém je ukazano, jak dana strategie funguje a nasleduje
nékolik tloh. Zajimavym specifikem je, ze u kazdé tlohy je vynechéano misto, kam
Ctendf / feSitel mize psat své feSeni. Dnes bychom tuto ¢ast nazvali pracovnim
listem.

Sledovana problematika je na stranach 198-200, kde se dany paragraf na-
chézi. Na jedné strané (198) je pfedstavena strategie UFA, je uveden piiklad
a také je zde misto pro ¢tyfi tlohy s prostorem pro resitele.

Adams vymezuje pozici nésledovné: Pozice je pravidlo, ve kterém nespravné
nebo predpokladané, ndhodné zvolené &islo objevi pozadované spravné ¢islo.”

V této ucebnici se objevila zajimava skutecnost. Nékteré tlohy jsou pfevzaty
z dfivéjsi ucebnice, alespon se domnivam, ze takové bylo poradi. Konkrétné
nésledujici uloha se vyskytuje jak v [7] tak i [1].

"Position is a rule which by false or supposed numbers, taken at pleasure, discovers the tru
one required. [1, str. 198]
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SINGLE POSITION.

Is the working of one supposed number, as if it were the true one, to
find the true number.

RULE.
1. Take any number and perform the same operations with it as are de-
acribed to be performed in the question.
2. Then say as the sum of the errors is to the given sum, o is the sup-
posed number to the true one required.
Proof. Add the several parts of the sum together, and if it agree with

thesfpm, it is right.
Obr. 9: Uvodni partie § 10 [1, str. 198]

Zadani: Dva muzi A a B nasli tasku s penézi a preli se, komu by méla patfit.
A tekl: ,Polovina, tfetina a ¢tvrtina penéz déla 130 dolaru a jestlize B fekne
kolik je v tasce, muze si vSsechno nechat. V opacném piipadé nedostane nic.“
Rekni mi, kolik penéz bylo v tasce.

Reseni, které predklada sam autor, je ukdzano na obrézku 10.

OPERATION.
Suppose 60 dollars. As 65 : 130 :: 60
—_— 60
The half 30 e
~ third 20 65)7800(120 dolls. the answer-.
— fourth 16 65
65 130
130
000

Obr. 10: Reseni tlohy [1, str. 198]

Vysvétleme si, co presné znamend kazdy ze sloupcu.

Prvni sloupec je tvofen odhadem, ze v pytli bylo 60 dolarit a vypoctem
jednotlivych ¢asti: jednu polovinu tvori 30 dolarti, jednu t¥etinu 20 dolart a jednu
¢tvrtinu 15 dolart. Souctem pak ziskdme 65 dolart.

Druhy sloupec je zaznamem dynamického procesu a nelze jej nahlizet jako na
jednorazové vytvoreny text. Prvni fadek je puvodnim znazornénim trojclenky.

Zapis 65 : 130 :: 60 znamena g—‘r’o = . Vnitini ¢ast je potom zrych-

60
odpovéd
lenym zapisem nasobeni. Provede se prvni ¢ast pozadovaného vypoctu, pricemz
usporadani naseho zapisu odpovida dnesni konvenci, tj. zarovnavame vpravo.

130
60

7800

8Two men, A and B, having found a bag of money, disputed who should have it. A said the
half, third, and one fourth of money made 130 dollars, and if B could tell how much was in it,
he should have it all, otherwise he should have nothing; I demand how much was in the bag!
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Dale se pracuje s ¢islem 7800 a pfipise se ¢iselnd hodnota pred néj a za néj
podle nasledujiciho schématu:

délitel) délenec (podil
V naSem pfipadé zapis 65)7800(120 iika, ze
7800 : 65 = 120.

Znovu upozornuji na skutecnost, Ze zapis v obrazku 10 zaznamenava po-
stupny vypocet, tj. kolikrat se vejde 65 do 787 Jednou a zbytek je 13. Sepiseme
nulu a takto pokracujeme déle. Slovo ,the answer“ je vzdy pfipsano az po do-
konceni vsech prislusnych vypoctu.

4.3.3 BONNYCASTLE’S SCHOLAR’S GUIDE TO ARITHMETIC; OR, ...

Autorem je John Bonnycastle a k dispozici jsme méli 18. vydani s opravami
a dodatky. Ptvodni vydani The Scholar’s guide... je datovdno rokem 1780.
John Bonnycastle je také autorem monografie An Introduction to algebra ; with
notes and observations, kterou vydal v roce 1782 a pravé jeho znalosti algebry
a cit pro korektnost ucinily jeho ucebnici dlouhodobé pouzivatelnou. Ve své praci
jiZz bézné pouziva proménné a nezndmé a pro nas je zajimava ta skutecnost, ze
prestoze znal feseni rovnic, uvadi i nami sledovanou strategii UFP jako nastroj
feseni uloh.

Ve své praci pouzivd Bonnycastle oznaceni pro nami sledované strategie nazev
pozice a dané pasaz tvori samostatnou kapitolu. Obrazek 11 ukazuje vymezeni
strategie UFP a z naseho pohledu to, co je dilezité pro matematiku jako takovou,
také jeji zdtivodneéni.

Povsimnéme si posledni véty na obrazku 11. ,So that ...be applied.“ Autor
si je zcela védom omezeni, kterd pouziti strategie UFP limituji.

Praveé korektnost, se kterou autor pristoupil k vymezeni jednotlivych strate-
gii, je to, ¢im se dana ucebnice odlisuje od vySe zminénych.

Kapitola vénovana strategii UFP obsahuje jeden feSeny piiklad a dalsich
7 uloh.

Timto zptusobem bychom mohli pokracovat dale. V pozdéjsich uc¢ebnicich se
objevuji nové prvky, avSak pravdou je, ze v fadé pripadt dochéazi k prebirani
aloh i prikladt a v nékterych pripadech i vymezeni.

5 ZAVER
Cilem této kapitoly bylo ukazat jednu heuristickou strategii v historickém kon-
textu. Za sjednotitele heuristickych strategii byva povazovan George Pdélya, pii-

¢emz pravé jeho préace [13] byla dlouho chapéna jako vhodna pfirucka pro ma-
tematické olympioniky.
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RULE.*

1. Take any number, and perform the same operations
with it as would be required by the question to be performed
by the true one.

2. Then say, As the result of this operation is to the
number made use of, so is the result mentioned in the ques-
tion to the number required.

EXAMPLES.

(1.) As age is double of B.’s, and B.’s is tripie of C.s,
and the sum of all their ages is 140: what is each person’s
age?

* The reason of the method of resolving the kind of questions here
mentioned, is founded upon the principle given in the rule, that the re-
sults are proportional to the suppositions ; which is too obvious to require
any formal demonstration.

. . z .
Foru.z::na.a;or;::.:~:a.

Andfi—f&c.:z::eig&c. : a ; and so om.
nm n—m

So that when the question involves the square or any higher power of
the unknown quantity, this method of assumption cannot be applied.

Obr. 11: Zavedeni strategie UFP [4, str. 211]

Mnou predstaveny zpusob feSeni je ovSem starsi nez veskeré matematické
soutéze a jak je z vysSe uvedeného zfejmé, tvoril nedilnou soucast vzdélavani
matematice a to i v dobé, kdyz jiz byl znam zpisob feseni pomoci rovnic. Do-
mnivame se, ze opétovné zavedeni této strategie do vyuky mtize pomoci zakim
v oblasti, kterd jim ¢ini obtizi a to pfi sestavovani rovnic pri FeSeni slovnich tloh.
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ZAJIMAVE NEROVNOSTI

Hana Turcinova, Zuzka Vlasakova

V nasledujicim textu se budeme zabyvat nékolika zdkladnimi nerovnostmi
typu ,,Dokazte, Ze plati nasledujici nerovnost a urcete, kdy nastane rovnost..
S nimi se mizeme hojné setkat v matematickych soutézich jako je napi. Mate-
maticka olympidda nebo Matematicky korespondenéni seminaf. Doufame, ze by
tento text mohl pomoci zac¢inajicim fesitelim, ktefi s nerovnostmi jesté nemaji
prilis zkusenosti.

Jako prvni se podivame na jednoduchy ,piiklad na zahtati“:

Uloha 1 (61. roénik MO C KK) Pro libovolné redlna éisla z,y, 2 takova, ze
T <y < z, dokazte nerovnost

22—+ 22> (v —y+2)%

Vidime, ze v nékterych pripadech nepotiebujeme zadné dalsi znalosti, a pouhou
vhodnou tpravou, rozloZenim na soucin ¢i pouzitim znadmého vzorce jiz ziskame
feSeni. Ve slozitéjsich pripadech se uz ale jen na pouhé tpravy nemiZeme spo-
léhat, a hodi se mit nékteré znamé nerovnosti v zaloze. Za¢neme jednoduchou,
ale velmi ti¢innou nerovnosti:

Véta 1 (Nejkrasnéjsi nerovnost) Necht x € R, pak plati
x> >0
a rovnost nastdvd < x = 0.

To, ze tato nerovnost plati, nikoho neptfekvapuje, v ¢em ale tkvi jeji sila?
Podivejme se napf. na nasledujici nerovnost: 4 — 622 + 1122 — 6z > —1 Vz € R.
Vypada slozité, pokud ji ovem piepiseme do jednoduchého tvaru (2 —3z+1)2 >
> 0, mame jasno. Ziskavame tedy prvni metodu feSeni nerovnosti — snazime se
vyraz v nerovnosti prevést na ¢tverec. Diilezitost této nerovnosti také uvidime

v dalsich dvou prikladech:
J22+y* _zty
2 - 2

Uloha 2 Dokazte, e plati

pro x,y nezaporna.
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Reseni: Pouzitim Nejkrdsnéjsi nerovnosti pro x — y a prictenim x2 + 2zy + 32
dostavame

(z—y)? =2"-22y+y>*>0
2(2° +y?) > 2 + 22y +y° = (z +y)?,

po odmocnéni a vydéleni dvéma dostavame pozadovanou nerovnost:

V2 /22 +y2 > 2ty
J22 +y* Tty
2 -2

2
+

Uloha 3 Dokazte, Ze plati

VTY >

8=
@ [=

pro z,y kladna.
Reseni: Tentokrat vyuzijeme nezapornosti élenu (y/z — \/§)2:
(Vo= V)P =z-2/ay+y >0
T4y > 2\/xy.

7 s /T sz
Po vynésobeni z—fy’ dostavame

N R

_+_'

Prvni nerovnost je specidlnim pfipadem tzv. KA nerovnosti, druha zase GH
nerovnosti. Na jejich zobecnéni se podivame v nasledujici podkapitole.

KAGH NEROVNOST
Nejprve si definujeme nékolik dulezitych pojm.

Definice 1 Necht pron € N ¢&isel x1, 22, ..., T, > 0 plati

o — \/x1+x2 +a:2

T1+x2+ ...+ x,

n )
G = Yr1-22... Ty,
n

1 1 1 -
z—1+z—2+...+—

Tn

A:

Pak K nazveme kvadratickym primérem, A aritmetickym pramérem, G geome-
trickym prumérem a H harmonickym prumérem cisel x1,x2,...,x, > 0.
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S aritmetickym prumeérem jsme se kazdy setkal jiz mnohokrat, ale i ostatni pri-
méry najdou své vyuziti. Ctenaf se zdjmem o kinematiku se napiiklad miize
zamyslet nad jednoduchou tlohou urceni primérné rychlosti auta, které jede
prvni polovinu trasy rychlosti v; a druhou polovinu trasy rychlosti vs. Ve sta-
tistice se zase muzeme setkat s pojmem smérodatna odchylka, kterd zcela jasné
souvisi s kvadratickym pramérem. Nés ale bude nyni zajimat porovnani téchto
primeér:

Véta 2 (KAGH nerovnost) Necht K, A, G a H jsou podle Definice 1, pak
plati
K>A>G>H.

Rowvnost nastdvd pravé tehdy, kdyz x1 = x9 = ... = x,.
Zkuste ¢ast této nerovnosti pouzit na nasledujicim prikladu:
Uloha 4 Pro a,b,c,d > 0 takova, Ze a + b+ ¢ + d = 1, dokazte:

1 1 1 1
> 9.
la+3b+c 3atbt4d atdcrsd db+3ctd-

OBECNA AG NEROVNOST

Podivejme se jesté znovu podrobnéji na AG nerovnost, ktera je velmi uzivané —
tentokrat si ukazeme i to, jak jeji platnost dokazat.

Véta 3 Pro libovolnd nezdapornd cisla x1,...,T,, n € N, plati
M Z n/xl e Xy
n
Dukaz: (Vychytralou indukci)  Dikaz provedeme matematickou indukci

podle n. Nebude to vSak obycejna indukce s krokem n — n + 1, nybrz pro
tento ditkaz elegantnéjsi rozkad na dva kroky n — 2n a n — n — 1. Za¢neme
s nejpouzivenéjsim n = 2.

1. n = 2. Vyuzijeme Nejkrasnéj§i nerovnost pro ¢islo /a — Vb, kde a, b jsou
libovolna nezaporné disla.

a—2Vab+b = (vVa—vb)?>0

2. n — 2n. Nechf aq, ..., as, jsou nezdpornd realnd disla, pak

/a1 - asg ... Gop = 7\1/\/0,1 cA2 ... 4/A2p—1 " A2p.
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Nyni aplikujeme indukéni predpoklad a nakonec jiz dokazanou AG nerov-
nost pro n=2

Va1 -az + ...+ /G2p—1 - Q2n
\/\/Ch'Cb2'---'\/a2n—1'a2n§ - <

_ a142ra2 o+ a2n—12+a2n B ai+as + ...+ asy,
- n 2n ’

3. n — n — 1. Vezmeme si n nezdpornych realnych dcisel aq,...,a,, ale

n—1
27;711(1 Pouzijeme indukéni predpoklad, ze

an zvolime specialné a, = <=t

tvrzeni plati pro n.

n—1
—1 E g @i
n SN a1t a1 + S
=1 7 < n—1

ay ... Ap—1 -

n—1 = n

-1 -1
Cyrlat+ ) Y e

n n
E?:}l aq

n—1

Umocnénim na n, tpravou a naslednym odmocnénim dostaneme kyzeny

vysledek
n—1 n—1 n
1 Q; N 7]
al'---'an—l'zl_l 1 S Zz_l 1
n—1 n—1
Zn_l n—1
ai ... - Qp_q S <#’L>
n—1
sl
Ay Ay < Li=1 v
n—1
Tim jsou vSechny kroky hotové a AG nerovnost je dokazana. O

Se znalosti AG nerovnosti uz mizeme jednoduse vytesit nasledujici t¥i p¥i-
klady.

Uloha 5 (55. ro¢énik MO B SK) Dokazte nasledujici nerovnost Va, b,c € R*:

D)D)

Kdy nastane rovnost?
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Reseni: Vidime, Ze se v nerovnosti vyskytuji t¥i vyrazy, které jsou navzajem
cyklické — jako prvni by nas mohlo napadnout, napsat si pro kazdy z nich AG
nerovnost zvlast.

Uloha 6 Za ptedpokladii a,b,c > 0 a abc = 1 dokazte:

a b c
@t DO+D  GrDe+D) T erDat)

3
> —.
— 4

ReSeni: Protoze zname hodnotu abc, pokusme se nerovnost upravovat tak, aby
se nam v ni vyraz abc vyskytoval — po vyuziti této rovnosti uz nam zbyva jen
uziti AG nerovnosti.

Uloha 7 (60. roénik MO B KK) Soucin kladnych realnych &isel a,b,c je 60
a jejich soucet je 15. Dokazte nerovnost

(a+b)(a+c)> 60

a zjistéte, kdy nastane rovnost.

CAUCHYOVA-SCHWARZOVA NEROVNOST

Dalsi nerovnost, kterou si ukazeme, je velmi uzitecna. V linearni algebre pii
uzivani skalarniho soucinu bychom se bez ni neobesli, ale hodi se i mnohem
dfive, nez se se skalarnim soucinem seznamime.

Véta 4 (Cauchyova-Schwarzova nerovnost) Necht n € N a ay,...,an,
b1,...,by, jsou redlnd cisla. Pak plati

(a1by + asby + ...+ anby)? < (af + a3 + ... +a2)(b] + b3 +...+b2).

Duikaz: Dukazt Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti je samoziejmé vice. My se
zde seznamime s jednim péknym trikovym.
Uvazme kvadratickou rovnici s neznamou x:

(a1 — b1)? + (ax — b2)* + ... + (apz — by)? = 0.

Vidime, ze leva strana, kterd je souctem druhych mocnin, je opét diky Nejkrds-
néjst nerovnosti nezaporna. Proto tato rovnice mize mit nejvyse jeden koren
a diskriminant je tedy nekladny.

Rovnici lze zapsat téz ve tvaru Az? + Bz + C = 0 s proménnymi

A=d?+.. . +d,

B = —2(a1by + agba + ...+ anby),
C=bl+...+02.
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Potom plati, ze B? —4AC < 0, coZ lze zapsat i jako

B\2
— < .
(2) < AC

Dosazenim za A, B a C' ziskdme pozadovanou nerovnost
(a1by + asbs + ...+ anby)? < (af + a3 + ... +a2)(b] + b3 +...+02).

O

Tato nerovnost je velmi silnym nastrojem na feseni tloh. Podivejme se na

nasledujici dva priklady — na prvni pohled slozité priklady mtzeme s dobrou zna-

losti Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti a vhodnou volbou ai,...,an,b1,...,by,
fesit metodou ,kouknu a vidim“.

Uloha 8 Pro kazdou trojici a, b, ¢ € R dokazte:
3@+ +c) > (a+b+c)

Uloha 9 Pro kazdou trojici z,y, z > 0 dokazte:

\/3x2+my+\/3y2+yz+\/322+xz§2(x+y+z).

Pomoci Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti lze ale tesit i slozitéjsi ptiklady,
napiiklad nasledujici tlohu z celostatniho kola Matematické olympiady, ve které
Ize tuto nerovnost pouzit dvakrat po sobé.

Uloha 10 (63.roénik MO A CK) Pro libovolnd nezdporna reélnd é&isla a a b

dokaZte nerovnost
a b a-+b

+ >
Vi2+1 Va2+1  Vab+1
a zjistéte, kdy nastane rovnost.

JENSENOVA NEROVNOST

Nyni si ukdzeme nerovnost, kterd je obecnéjsim pripadem nékolika predeslych
nerovnosti. A¢ jeji dikaz neni slozity, patii uz spise do vysokoskolské matema-
tiky. S jeji pomoci lze vsak snadno dokazovat mnoho stfedoskolskych nerovnosti.
K jeji formulaci si ovSem opét nejdiiv musime definovat jisty matematicky po-
jem.

Definice 2 Necht I je interval a necht f je redlnd funkce definovand alespori
na I. Rekneme, Ze funkce f je konvexni, jestlize pro vsechna x,y € I a kaZdé
A€ (0,1) plati

FOx+ (1= Ny) <Af(2) + (1 =N f(y).
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Pojem konvexni funkce se ve stfedoskolské matematice casto definuje pouze
intuitivné — ¢tenar si muze zkusit nakreslit graf nékteré konvexni funkce a ovérit
na ném, Ze predchozi definice opravdu s jeho intuici souhlasi.

Véta 5 (Jensenova nerovnost) Necht @ je konvezni funkce na R, n € N,

t1,...,tn €R a necht ai,...,ay jsou kladnd cisla. Pak
o <a1t1 +...+antn> < a1®(t1) + ... + an®(tn)
a1+ ...+ ay - ay + ...+ o, '

Duikaz: Dukaz provedeme matematickou indukci podle n.
Pro n =1 je diikaz snadny, @(a&—fl) = ®(x1). Zde plati pfimo rovnost.

Nyni provedeme indukéni krok m — n + 1. Nechf t1,...,t,411 € R
aai,...,0,+1 jsou kladna ¢isla. Pak

& aity + ...+ aptyn + appitnt _
o1+ ..o+ oyt anga

_ <I>< o1ty + ...+ antn Opi1tnil ) _
(o R N S 0 78 s PR | a1+ ..o+ ap t apg
B a4+ ...+ ap, arty + ...+ apty Qpt1tnt1
- <a1+...+an+an+1' a1t ...t am a1+...+an+an+1)'

Vyuzijeme konvexitu funkce ® pro A = alfﬁT—% a dale pouzijeme indukéni
predpoklad.
arty + ...+ apty
DA 1—A)t <
( ay+...+oy +( )n+1)_
arty + ...+ apty
< \® + (1 =NP(tre1) <
<0 (Sl ) (1 ()
1 ®(t1) 4 ... + 0 ®(tn)
<A (1 =N)P(tpe1) =
- o+ ...+ ay ( ) ( +1)
_ a1 ®(t1) + ...+ ant1P(tnt1)
o1+ ...t opgr '
Tim je nerovnost dokazana. O
Specilné jsme volbou ®(x) = 22 a a3 = ... = a,, = 1 dok4zali obecnou KA

nerovnost pro n kladnych cisel.
Jensenova nerovnost ma samoziejmé svoji obdobu i pro konkavni funkce.
Nerovnost se obraci, diikaz lze provést podobné.

Dusledek Necht a,b € R. Pak pro kaZdé p € [1,00) plati

Ja.+ b7 < 2771 (|af” + [bI7).
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Dukaz: Vyuzijeme Jensenovu nerovnost (Véta 5) pro konvexni funkci | - |P.
Ziskadme
la+0f _ [al” +[b
< )
A 2
a prenasobenim c¢islem 2P obdrzime dokazovanou nerovnost

ja.+ b7 < 2P (|af” + [bIF).

O
Na zavér miZzeme vyuzit konkavity funkce sinz na intervalu (0, 7) k feSeni
nasledujiciho ptikladu:

Uloha 11 Jsou-li o, 3,7 velikosti tihlii v trojahelniku, dokazte

3V3

sina + sin 8 + siny < 5
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